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AVERTISSEMENT. 



Le Volume que nous présentons au public contient 
la fin de !a correspondance d'Hermite et de Stieltjes. 

lies lecteurs trouveront en tête un beau portrait 
d'Hermite datant de sa première jeunesse, de sa vingt- 
cinquième année environ. M. Picard, qui le possède, 
a bien voulu en autoriser la reproduction. Qu'il 
reçoive ici l'expression de notre vive gratitude pour 
toutes les marques d'intérêt qu'il n'a cessé de nous 
donner pendant la pul)lication de «'ette correspon- 
dance. 

La grande obligeance de M. Mittag-LefHer nous a 
permis de terminer ce volume en imprimant quatre 
lettres que Stieltjes lui avait jadis adressées. Ces lettres 
nous paraissent intéressantes pour l'histoire des idées 
de Stieltjes et la théorie de la fonction '(^{s) de 
Riemann. 

Kn termijiant, nous adressons nos remerciements 
à M. Gauthier- Villars qui a accueilli avec empresse- 
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VI AVEnTISSEMKiT. 

ment cette publication et a tout fait pour en augmenter 
l'attrait. Grâce à lui, nous pouvons offrir à nos 
lecteurs un intéressant fac-simile de l'écriture de 
Stieltjes. 

B. Baillaud, h. Bourget. 

Toulouse. •>.(• février igoS, 
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ERBÂTA DU TOME t. 



Page 38, ligne 7 en 



K?)- 



io3, lignée, au lieu de kif{xi) -^ A^t/ixt) +,..-+- k„f(x„), lire 

AiG(3:,) + AîG(37j)-f-...+ A„G(3:,0- 
106, ligne VI en remontanl, faire la même correction. 

274i ligne i3, du lieu de — l — - — — H — ^ -r- . .., lire 
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CORRESPONDANCE 

D'HERMITE ET DE STIELTJES. 

227. - STIELTJES A HEHMITE f). 



Chkk Monsieur, 

C'est ici que j'ai reçu votre lettre, le mal n'a pas d'importance 
et a été bien vite réparé. J'ai pu retrouver sans difficulté mes 
corrections et vnns devez recevoir la feuille corrigée en même 
temps que celte lettre. 

Je dois vous avouer cependant que, ne voyant pas d'aiilres 
feuilles à corriger, j'ai craint un moment quelque malentendu et 
j'avais justement écrit à M. Jordan pour lui faire savoir que je suis 
toujours ici, ayant fixé mon dépari pour le 29 octobre. Mais, toute 
réllesion faite, je ne résiste point à la tentation de passer quelques 
jours à Paris et je ferai eu sorte d'assister à la séance de l'Aca- 
démie du a8 octobre. J'aurai alors, je l'espère bien, le vif plaisir 
de vous voir en bonne santé. 

Quant aux intégrales 



/'"-,r 



nzdz. 



en écrivant au lieu de sincrm; le développement en série périoilique 
de sinus, on trouve une expression 



/--2.-^. 
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3 CORRESPOND ANGE D ElERMItE ET SE STIELTJES. 

(les V et a étant positifs) qui met en évidence la nature analytique 
de la fonction f{x). Mais aussi la théorie de la convergence des 

expressions de la forme 



/' 



ls(i()</M 



devient applicable. 

Cette question se rattache donc à la Note que vous ave/, bien 
voulu présenter à l'Académie dernièrement. J'avais complète- 
ment perdu de vue les fractions continues d'Eisenstein, concer- 
nant A-)- (B, en supposant snar ^ A*+ B*. 

Je ne manquerai pas de les examiner maintenant que vous venea 
de me les signaler. 

En attendant de vous revoir bientôt en bonne santé, je vous 
prie de vouloir bien me croire 

Voire très dévoué. 

Prtrk Hooineen K J9o^ Kralingen (Hollande). 



- STIELTJES A HEH.MITE {}). 



Cher Monsieur. 

Vous recevrez avec celte lettre la quatrième feuille de l'Ouvrage 
d'Halphen. Je crois devoir dire quelques mots pour justifier 
quelques-unes de mes corrections qui portent sur le texte d'Hal- 
phen. A la page 55, il s'agit d'une fonction algébrique de g^ dont 
deux déterminations s'annulent avec g^. Lorsque g-, est très petit, 
on obtient les valeurs principales de ces racines 
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Il en résiiUe que ces ileiix racines ne se pernmtenr pas autour 
de g3 ^:^ o, mais restent holomorphes. 

Le point considéré est ce que Briot et Bouquet a|i|>(;llent un 
point neutre (Fond, ellipt., 2" édit., p. .ïg). 

Lorsque g^ change de signe, la valeur principale de x' ou x" ne 
change pas, de là le changement qu'il m'a semblé nécessaire 
d'apporter au texte. A la page 54, il s'agit aussi d'un point neutre, 
mais là l'affirmation d'Halphen (relative au changement de signe 
du coefficient de (') est exacte. 

Halphen examine d'ahord deus cas particuliers. D"ahord 

(p. 'il e. s.) k cas où i^x'- '^g-^- o, 

ensuite 



11 me semble qu'il avait d'abord l'intention de rejeter ce 
cas gi=o vers la fin. C'est ce qui parait résulter de l'alinéa 
page 60, qui snîtl'enléte « Résolution du problème de la division 
par ^ H. Mais avec la rédaction définitivement adoptée il l'alJait 
changer un peu cet alinéa, je l'ai fait de mon mieux. 

Je n'ai pas manqué d'expédier le texte des discours d'inaugura- 
tion de la Sorbonne à M. Legoux qui occupe une situation impor- 
tante dans l'Académie des Sciences, etc. de Toulouse. 

J'ai aussi, et avec beaucoup de plaisir, exprimé à M. fiaillaudles 
sentiments que vous témoignez à son égard. En causant avec lui el 
en parlant de nos Annales, il m'a engagé aussi avons rappeler que 
nous serions bien heureux si vous pouviez nous donner encore un 
Mémoire. J'avoue que vous pourriez dire, avec quelque raison : 
« Voilà une gratitude bien intéressée! h J'ai commencé à examiner 
les manuscrits d'Halphen, jnais tant que j'ai des Leçons à faire, 
cela ne marche pas très vite. Je compte surtout sur les quelques 
ers le nouvel an, |iour mener à bonne fin 



cette entreprise. 

Veuillez bien. je vous prie, l'appeler M"" Stieltjcs au bnn s 
nir (le MM'"'^' Hermife et Picard eLcrojez-moi toujours 

Votre très dévoué. 
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■ HEBMJTE A STIKLTJES. 



MOJN CHKH Am 



Le soin si consciencieux que vous apportez à l'étude extrême- 
ment difficile du texte d'Haljilien nous rend iin service dont je 
vous suis ou ne peut plus reconnaissant. 

Pourquoi donc, à propos de l'équalion du cinquième dej>:rè, 
n'annonce-t-il point l'objet principal qu'il a en vue, de réduire i'i 
l'ëquation elliptique une équation quelconque, en ne s'adjoignant 



qu un. 



; carrée eu outre du discriminant? C'est là i 



beau résultat, mais je regrette qu'il ne dise pas qu'il est de M. Joi-- 
dan; ce dont je me plains d'ailleurs tient, sans aucun doute, à ma 
paresse, et d'autres comprendront sans peine tous ces calculs qui 
me semblent trop condensés et par suite obscurs. 

Je n'ai pu me remettre encore à l'ouvrage, ajaut eu un antre 
discours à faire, après celui de la Sorbonne; voici la seule [letile 
chose qui me soit venue à l'esprit, en faisant une interrogation au 
Collège Stanislas. Il s'agissait des fractions continues; j'ai donné à 
un élève la démonstration suivante de la proposition de Lagrange, 
sur les racines de l'équation du second degré à coefficients entiers 
k.x''+ z&x + C^=o. Soient TT. T^ deux réduiles consécutives du 
développement en fraction continue j.', que je suppose positive, 
et^^' le quotient complet qui correspond à j-;- On aiua comme on 

_ P'v+P 

Q'r + Q' 
d où cette équation en y 

G^2-^2H)--i- K = I,, 

G = AP'î +aBP'Q'-f-GQ'^ 

H = APP'-h.B(P'Q-i-Q'P)-f-GQQ'. 

K = AP! -!-yIÎPQ-HCQ», 
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ce ,,ui donne 

in-GK =(B^— AC)(I"'Q'— QI")'-=B-^— AC. 

Cela él.aiiL, je remariiiie que la racine x étant "comprise entre -^ 
el _,i les quantités (i et K. seront des signes contraires à partir 
d'uu certain point du développement, aussitôt que les réduites 
seront assez voisines pour ne renfermer dans leur intervalle que 
eette seule racine x. El celte circouslance arrivera nécessairement 
puisque ta différence des réduites diminue indéfiniment. 

Les coefficients G et K étant de sif^nes contraires, la relation 
lia— Cil ^ |p_ AC 

montre qu'ils seront limités ainsi que H, de sorte que les équailoxis 
du second degré en y se re produire ut, ce qui déiiiuutre la pério- 
dicité du développement. 

Veuillez, mon cher ami, faire parvenir à M""" Stieltjes les compli- 
ments de M"" Picard, de M""" Herinite et me cj'oire votre liieii 
affectueusement dévoué. 



230 — STlEf.rJES A HEHMITE. 

Tr,ulouhe, iH d.'ceiiilii-t 1MH9. 
i'.WY.W MoNSlEUll, 

far une coïncidence fortuite, l'un <le mes élcie-^, M. Bourgel. 
liis de l'ancien recteur de Glerinout-Ferraiid, nie paria, ii y a 
quelques jours, du théorème de l^a^range concernant le dévelop- 
pement en Éractions continues d'une irrationnelle de second degré. 
,(e lui disais alors qu'il sufiit de remarquer que le discriminant ne 
change pas, car la substitution 3; =: « H mise sous forme homo- 
gène a le déterminant ^= 1 . Et ensuite, il est clair qu'on doit finir 
paravoir des équations qui présentent une seule variation de signe, 
comme l'a remarqué Vincent dans le Tome 1 da Journal de Lion- 
ville, remarque que Serret a reproduite dans son \lgèl»re, Tome I, 
page H(),'î, irticle 167 (3" édition). Vous voyez que sur ce point 
je me suis rencontré avec vous. 
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i d'hërmitk et de ! 



A. l'égard des fractions continues, voici une [lelii 
qui daie de bien longtemps. L'équation 



donnant 

si je représente, pour abréger, par 
la fraction continue 



-I 



i cherché aussi le développement de e et de e''. 



Ainsi le premier nombre 2 est suivi de groupes de trois nomlire^ 
qui se déduisent de 

Pour le nombre e^ je trouve (mais seulement par induction), 
e' = [7, ■/, r. I, 3, r8. 
1, 1, 6, 3o, 

T, 1. 9, 4' 



On peut faire comjnencer la période direciemei 
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>rle que les deux premiers iiomlire 
L(|jos Ac. cinq nombres qui se déduis 



en posant /* = i, 2, .1, 4. ■ ■ •■ Ce n'est pas démontré, mais je ne 
puis guère douter de l'exactitude de cette loi, ayant eatculé les 
vingt-quatre premiers quotients incomplets (ceux que je viens 
d'écrire). 

Lorsque je me suis occupé de ces choses (cela date de bien loin, 
187J ou 18^8) j'ai fait aussi un nombre de calculs assez considé- 
rable sur le sujet suivant : j'ai appliqué aux nombres e et e* la 
méthode de Jacobi {Crelle, t. 69) pour représenter approxima- 
tivement deux nombres par des fractions de même dénominateur. 
L'esprit de cette méthode revient à ceci : étant donnés trois nombres, 



'-f£)' 



'-■^fS)- 



On peut appliquer à u,, e,, iv, le même aiftorillime, en dcdiiirc 

•'-m- -"--m 

Si r,.]i iireiKl 

.. = ,, .,= !/;, »..= fi. 

Jacobi trouve que les /,, /h,-, ... se reproduisent enfin [lériodi- 
quement, et il est à présumer que le même phénomène a lien en 
général pour les irrationnelles du troisième degré. Ceci, 11 est 
à peu près sur, doit avoir une liais<m étroite avec vos travaux sur 
la réduction continuelle des formes ternaires, exposées en détail 
par M. Charve, 

Mais en appliquant la méthode de Jacobi à e ele^, . . ., j'espérais 
rencontrer, comme dans le cas des fractions continues, une loi 
simple, qui aurait montré directement que ces nombres ne sont 
pas des irrationnelles du troisième degré. Mais je n'ai pas réussi 
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» C0IIIIËSPONDA?ICE S BERNITE HT l>E STIKT.TJRS. 

;'i découvrir une lui sim)>le pour les /j, n?,-; peut-éLrc ii'ai-je pas 
poussé assez li>in le calcul. 

Siius le rapport de la grippe, nous stimines mieux favorisés que 
les Parisiens. Il est vrai qu'il y a aussi des cas, et le personnel de 
l'Opéra, par exemple, semble assez éprouvé. Mais, en général, 
cela ne doit pas avoir pris l'extension Je Paris. 

■ Comme vous, je trouve très pénible la lecture et la correction 
du texte d'Halphen, c'est aussi mou excuse que cela va si lente- 
ment. J'ai encore une feuille dont la correction me prendra encore 
quelques jours. 

Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué. 

P. -S. — .le trouve dans mes papiers aussi des calculs relatifs 
au développement en fractions continues de e^, mais sans résultat. 
Toutefois j'ai noté que ces calculs étaient à refaire, la valeur em- 
pruntée de e* étant suspecte. Mais la non-réussite de mes-calculs 
relatifs à la méthode de Jacobi m'a fait abandonner ce Iravail. 



231. - STIELTJES A HERMITË, 

ChBH MoftSIEITM, 

Kn compulsant avec plus de soin mes anciennes .Noies, je \iens 
de reconnaître que les développements en fraction continue de e 
et de e^ sont pour ainsi dire d'un caractère très élémentaire er 
peut-être il n'y faut pas attacher grande importance. 

Ces formules sont comprises dans les deux suivantes ; 

(,l) e 

pour /■ = I , un des quotients étant nul, il s'opère une légère rédui 
ti<in et l'on (duienl le résultat indiqué pour e. 



, r3A:H-fi, fio7--i-3o. i7Xr-(-8 
, i9* + 9, 8ii-f-4i, î3A -H ri 
, aSA + ia, 
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LETTRK 231. 9 

l^es lignes verticales foriiient des séries arithinétlqiies. Pour kt=o 
il y a encore une légère réduction et l'on obtient le résultat indiqué 
pour e*. Ces formules {-.l>) et {U!j) donnent, lorsque /c est entier 
positif, les réductions en fractions continues de forme ordinaire. 
Mais, pour les démontrer, je suppose A" quelconque et je pose, dans 
la première, j^ = w, dans la seconde, ■ .— — =; x. 

Ces formules se présentent alors sous la. forme suivanle : 

(,V) e- = .+ ~ 



et la démonstration devient cxtrèmenren! simple, lin ellet, on 
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CORRESPONDANCE [ 

i je pose 



on a ausST 



et il suffit d'appliquer cette transformation pour «^j, ^, ^ 
pour passer de (A,') à (©'). De même si je pose 






1' le calcul que l'on peut 



et il suffit d'appliquer cette transformation pour n^i, 7, l3, 
19, . . . , 6^ + 1 pour passer de (*') à (©'). 

Vous voyez que celle espèce de rectification n'exige que des 
calculs très élémentaires, cependant on n'y voit pas clair et cette 
transformation de (a) en (P) est déjà passablement cachée. Esiste-t-il 
d'autres réductions du même genre qui donneraient les fractions 
continues pour e', e*, ... ? Je veux entreprendre le calcul numé- 
rique pour e'..., mais, comme je ne m'attends pas à une période de 
moins de vingl^cinq termes, il faudra pousser bien loin Texactitude 
et prendre e^ avec cinquante ou soixante décimales. Ces! un tra- 
vail que je réserve pour 1890, 

Veuillez bien accepter, cher Monsieur, mes vœux les plits sin- 
cères pour la nouvelle année qui va commencer. 

Votre très dévoué. 
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- HEIiMin: A. STIELTJES. 

Paris, -k: décembre ifiSg. 



Mos CHER Ami, 
Soyez charitable el escusez-nmi de tit 
votre notation, quand vous érrivez 

[,1,6, io, i 



Mon embarras provient de ce que je ne Irouve qu'une seule 
ligne dans la ()areiUhèse, tandis que dans e^ vous les mettez un 
nombre indéfini. Vous voyez que je ne vous comprends guère, et 
il me faut néanmoins vous dire que nous nous entendons parfai- 
tement, sans même avoir besoin de nous parler. Le Tome 76 du 
Journal de Borchardt, p. 34^, vims en donnera la preuve. En 
pensant ainsi que vous aux puissances de e J'ai été moins hardi, 
mes prétentions n'ont pas été jusqu'à deviner la loi de dévelop- 
pement en fractions continues, j'aurais seulement voulu constater, 
par induction, que les quotients incomplets manifestent une ten- 
dance à croftre sans limite. Mais les calculs numériques qu'il faut 
faire sont tellement fastidieux que j'ai craint d'abuser de la pa- 
tience et de la bonne volonté du calculateur auquel j'ai eu recours. 

L'algorithme de Jacobi qui a appelé votre attention s'offre 
immédiatement à l'esprit, c'est l'extension toute naturelle, à trois 
nombres, du procédé élémentaire par la rechercbe du pins ^land 
commun diviseur entre deux nombres. Mais je crois, dans cette 
circonstance, l'analogie trompeuse; il me parait absolument impos- 
sible, du procédé de Jacobi, de déduire le résultat découvert par 
Diriciilet et de prouver qu'en écri\ant par exemple 

où A. B, C sont entiers, cetie quantité est de l'ordre di: ^ ou 
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cohhi!sposdanc:e i) herhfte et dr t 



ïp- (.a ([ucsliun est, en efl'et, liien ))!iis complexe i^iie dans le 
eas des fractions continues. Représealez les entiers ,\ et H, pur 
exemple, par les coordonnées d'ii» point {ils sont seuls à envi- 
sager, puisque le troisième élément C en résulte, par la consi- 
dération que u„ soit le plus petit possible). Vous pouvez cher- 
cher les niinima de «„, à fintérieur d'un cercle dont vous ferez 
croître le rayon, iiu d'une ellipse, dont vous ferez grandir les axes 
eu établissant entre eux une relation arbitraire, etc. C'est ce qui 
in a amené à prendre pour point de départ, dans cette question, 
In rcchei'chf^ des niinitna successifs de la forme quadratique 
(Ua.r-^-v„j'-i-fVf,z)'-i-s.3^i-\-èf', 

où et £ sont des parantètres variiihles. 

Ensuite, cela va de soi, j'ai envisagé la réduction continuelle de 
cette forme quadratique lorsqu'on fait varier les paramètres. Mais 
quel abîme entre ce que j'ai fait et ce que j'aurais voulu faire. La 
réduction n'est point un procédé facile ui commode et il n'a rien 
moins fallu que le talent et l'opiniâtreté de M. Charve pour en 
faire application dans quelques cas particuliers, et cependant t! 
serait si utile et même absolument indispensable de pouvoir faire 
de nombreuses applications, pour s'éclairer el se diriger, j'ajou- 
terai pour s'inspirer puisqu'il s'agit d'\rithmélique. 

En vous offrant, ainsi qu'à madame Stieltjes, mes souhaits de 
bonne année, pour votre bonheur et celui de vos chers enfants, 
pour le succès de vos recherches, je vous renouvelle, mon cher 
ami, l'assurance de mes sentiments de la plus sincère atl'eclion. 



233. - STIKLTJES 4 NE/iWfTE. 

Toulouse. 31 (létembre .88q. 
Chki; Mos.k.ul,, 

Tout abîmé dnns le TlalphtMi, pernieltez-nini seulciiienl d'indi- 
quer qu'en écrivant 

e«=|:,2, ,,,,3,11:1, -i, 
i, 1,6, 3o, 8, 
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je n'ai \oiilu duiuicr (jui; Ih» siincossioii des quolieuls iiicotri|)l('l 



C'est seiileiiieHl pour indiquer mieux la loi que je ne les ai pas 
écrits sur une méinelifîiie horizontale, en faisant ainsi des {^Toupes 
de 5 nombres, les lignes verticales s<nil des profères si ons arith- 
métiques. Et un phénomène tout sendilajjje se looiilre dans lu ré- 
duction en fraction continue de 



Arrivc-t-il quelque chose d'analogue |iO(ir d'aulres puissances 
de «, e' par exemple? Comme je l'ai dit, je ferai le calcul pour 
e", mais je dois dire que je n'ai presque pas d'espoir, et que je 
m'expliquerais très bien que l'on n'aperçoit une loi simple et gé- 
nérale que dans les cas que j'ai cités déjà. Cependant, pour acquit 
de conscience, ce calcul numérique m'est nécessaire. Si cepen- 
dant e* donnait aussi une fraction continue quasi périodique, 
alors, je l'avoue, je serai assez hardi pour conclure que cela arri\e 
toujours pour e-', x étant rationnel, mais, je l'ai dit déjà, je crois 
que c'est là une chimère. 

Je dois vous remercier particulièrement de m'avoir indiqué le 
'^(im^l^ An Journal de Bor char dt. Je n'avais presque rien i-etenu 
de cela, ei je vois maintenant que c'est très voisin du sujet qui 
m'occupait et peut-être votre travail me fera revenir. Mille renier- 
cîmenls aussi pour vos remarques sur l'algorithme de Jacobi, je 
dois réfléchir beaucoup là-dessus. Mais pour l'idée que j'avais en 
vue (et qui était de démontrer que e. n'est pas une irrationnelle du 
troisième degré) il me semblait suffisant de savoir que raig.irillnne 
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(te Jacobi conduit » une série Houl)Ie de nmiibres 
/„. /,, /î, 

qui déterminent parfaitement les rapports Uq ', Vt^ ; w„, comme la 
série des quotient incomplets. Il est vrai que la proposition que e 
n'est pas une irrationnelle du troisième degré ne présente plus 
d'intérêt après votre proposition merveilleuse que e n'est pas un 
nombre algébrique, mais il serait encore intéressant d'arriver à 
celte proposition particulière par une méthode qui se rapproche 
plus de la tliéorie des tractions continues. Mais, si c'est possible, 
cela demandera bien des eflorts. 

Veuillez bien me croire toujours votre bien dé\oité. 

J*.-S. — Le résultat pour e 

'-[■'■ 

est si simple que cerlaineiiient or 
lin de Vlntroductio, Kuler Irouvi 



î qui se déduit de 



234. — HERMITE A STIELTJES. 

Paris, - fénier iS,,». 

Mon cher Ami. 

L'épidémie que vous avez eue à Toulouse, comme nous à Paris, 
Lous a fait traverser une épreuve dont nous venons de sortir et 
|ui a été bien pénible. Le fils aîné de M. Bertrand a été atteint de 
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l'infliienza eL s'est li'ouvé la semaine dernière dans le [jlus grand 
danger. 

Maintenant nous sommes rassurés et dans l'espérance que vous 
n'avez été atteints, ni vous, ni madame Stieltjes, ni vos ehers 
enfants, je viens vous parler d'une extension de la théorie des 
fractions continues algébriques et d'un algoritlime auquel j'ai été 
eoiiduit. 

Soit U, V, W trois séries ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de la variable x^ on peut, au moyen des eoeffieients indé- 
terminés, trouver trois polynômes de degré n, que je désigne par 
An, Bn. C„ tels qu'on ait 

lIA„-i-VB„-4-WC„= 3-"'+'S, 

S désit;nant, pour abréger, une série g -\- g' x -\- g' x'-^. . .. Ce 
sont ces polynômes que je me suis proposé d'obtenir de proche en 
proche pour toutes les valeurs de n. La première idée qui se pré- 
sente, celle qu'indique une analogie immédiate, mais que je crois 
trompeuse, est de chercher des relations récurrentes de la forme 
A„+j= aA„+i-t-a'A„+, + î!"A„, 



J'y ai renoncé et j'ai suivi une autre voie qui convient uniquement 
à l'Algèbre et non, à mon bien grand regret, à l'Arithmétique, 

.le considère trois nouveaux polynômes, P,,, Qn_i, R«_i, le 
premier de degré n, les suivants du degré n — i, déterminés de 
manière à avoir 

UP„ + VQ„-,+ \VR„^, = 3-3" Si, 

où s, désigne une série entière comme S. C'est ce qu'on peut 
toujours faire d'après le nombre des coefficients arbitraires qui est 
3« -H i; semblablement, je pose ensuite 

li p;,^ , -\- vq; + \vr;,_, = x^" %\ , 
L]p;,^j -I- vq;..i + wr;, = a-""S'; . 

Cela étant, j'ajoute les équations précédentes après les avoir 
multipliées par des constantes a, a', a ; les eoeffieients de U, V, 
W seront des polynômes du «'™'^ degré et coïncideront avec A„, B«, 
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C„, en dispiisant de ces coiislaiiles de manière que le terjne coii- 
staui, ei le terme du premier degré disparaissent dans l'expression 

i-a"S'\. Nous prtiuvons ainsi que l'on a les relations 

! importance 



«S, ■ 



A„: 



aP„ 



'" K 



Je C"n^id''i-e eu second lien les trois qnyniltcs 

«'s,-(-(p'37-t-Y'|S',-t-e's;, 

qui contiennent chacune quatre coefficients arbitraires, et je les 
détermine en annulant le terme constant, ceux du premier et du 
second degré. Vous remarquerez que dans ces divers cas, un seul 
des coefficients de U, V, W est du degré « + i, les autres sont 
du degré ;i. Comme on met en évidence dans les seconds membi-es 
le facteur x*"+', les premiers mern])res sont successivemenl 



UP„+i-hVQ„ + WR„, 



VP'„- 



- VQW 1 + wr;„ u [>;, ->- vq; + wr",,^. , , 



:a-+ p)P„ -kyP;,_,-(-Sp;_i, 

^ + P)Q. t + TQ. -^^Q';,-M 

■.x-i- ji)R„-,-F yR'ï-] + 3R';,; 
p„ -H(p'3^ + Y')p;,_, + S'p;.,, 
Q«-, + 0'^ + t')Q'. ^-3'Q',■..,, 
R„-,-h{^'x-\-y') R'„^, 4- 3' R„ ; 
P„ + P°P;_, -^ifx^S')P"„_^. 

R„_ I -H ^" R'„.. , + (-f'37 + S" 1 r;. 

Les neuf éléments dont dépendent \„, B„, C„ s'obtiennent donc 
de proche de proche par un système de relations récurrentes où 
la variable n'entre qu'au premier degré. Ces considérations m'ont 
été suggérées par l'élude de l'intégrale 



^/f.^^^ 



_,,.,-, 
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prise le long d'un contour qui comprend à son i 
pnints a, /^, c, . . ., l. On trouve que 

J = e"^ P,„ -4- e*^ Q^ + . . . + e'^ T,„ 



Pm, Qn, . ■ . . Tj étant des poJynomes entiers de degrés m,n,... 
puis, si l'on développe suivant les puissances croissantes de x, 



c'est-à-dire la puissance maiimuni de x, relativement aux degrés 
de ces polynômes. Que de recherches dans cette voici 

Votre bien affectionné. 



235, - tIERMITB A STIELTJES. 

Mon cher \-mi, 
Voici pourquoi je considère comme l'ausse et trompeuse cette 
analogie si naturelle qui conduirait à chercher des relations récur- 
rentes de la forme 

A„+,-- aA„+i-i-a'A„^,-n''A,„ 
B„+, = iB„+î-)-i'B„-^i-i-a"B,„ 
C„+i = 3C„+, -+- a' G,,-,, -I- ^'C„. 

Je reprends en écrivant A, 15, C au lieu de \„, B„, C,,, l'équa- 
tion fondamentale 

UA-t-VB + WC = a'î">îS, 

j'écris ensuite, en changeant n en « -I- i et en n + 2, 
0A' + VB'+ WC ^a-a^+^S', 



ce qui 



e donne 

.fl» = aA"+a'A' + a'A, 



Si l'on veut que a, a', a" soient entiers en x^ il faut nécessaire- 
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ment les prendre des degrés i, 2 et 3, ce qui introduit 9 coeffi- 
cients arbitraires. Mais il iaut que l'on satisfasse à la condition 

qui entraîne précisément g équations sous forme homogène. Il 
manque donc une indéterminée, ce qui me semble condamner 
définitivement l'anMlogie avec les réduites de la théorie des frac- 
lions continues. 

Un mot encore au sujet des conditions 



, pour suivre l'analogie avec les fractions 
es quotients 



Il est alors facile, au moyen des coefficients a. h, (?, . . ., a', b' . 
c', . . ., d'obtenir les valeurs a, ^, y, S qui donnent 

Excusez ce peu de mots et crojez-moi toujours votre bien afl'ec- 
lucusement dévoué. 



- HERMITE A STriiLTJES. 



Votre démonstration est un chef-d'œuvre; vous ne me repro- 
cherez pas, je l'espère, d'en donner aujourd'hui même communi- 
cation à l'Académie, afin qu'elle soit publiée dans les Comptes 

rendus ('). 



{') Noie des éditeun. — L« début de la lettre indique nettement 
quelque lettre pei-due entre la lettre 234 et la lettre Î3j. 

Il est sCir que la démunsl ration doni purle M. Hermite est celle pi 
l'Académie le 10 février 1890 [Sur ta fonction exponentielle (Compte. 
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De mon difficile labour sur la question, il ne reste, et je n'en ai 
aucun regret, que l'algorithme auquel j'ai été amené pour calculer 
la suite des fractions de même dénominateur qui convergent 
vers e", e*, ..., e*. Et même, je me résigne à n'en tirer qu'une 
indication pour arriver, en général, à un mode de calcul des fonc- 
tions rationnelles de même dénominateur qui représentent un 
nombre quelconque de fonctions avec l'approximation maximum. 
Cette question est étroitement liée à celle de la détermination des 
polynômes A„, B„, C,, qui satisfont à la condition 

UA„-i- VB„-4- WC„ = 3;5"+îS 

et l'on peut la présenter soos une forme entièrement élémentaire. 
La division algébrique donne à l'égard de deux poijnomes ou de 
deux fonctions développables en séries entières, U et V, les équa- 
tions suivantes : 

a'U-^([i'3:-+-f')V = a^'V,, 

U, et V, désignant ou bien des polynômes comme U et V, mais 
dont les degrés sont diminués d'une unité, ou bien dans le cas 
général des séries entières. 

Opérant sur ces quantités comme sur les précédentes, on aura 

a',U, + (?> +T'i)V, =^5V„ 

et ainsi de suite, jusqu'à (J„ et V„. Cela étant, il est aisé de con- 
clure de cet algorithme, les relations 

up„ + vp;,., = x"'V„. 

UQ,_, -K VQ'„ =:c5'iV„, 

l*, Q, P', Q' étant des polynômes entiers dont le degré figure en 
indice. On en tire comme je vous l'ai précédemment écrit 

B„ = (.?'„_,->- 6Q;,, 
« et 6 étant des constantes, A„ et B„ les polynômes de la théorie 



dbyGOOgIC 



30 CORRESPONDANCE D B ERMITE ET DE ST1ELTJES. 

des fractions conLÎniies algébriques, tels que 
UA„-i- VC„ = 3^="+iS, 

Pour sortir du domaine des fractions continues, il faut, si je puis 
dire, généraliser la notion de Ja division algébrique, et l'étendre à 
trois polynômes ou trois fonctions U, V, W en posant les condi- 
tions suivantes : 

(aar+ fJ)U M- f V -t- SW = a-^IJi, 

«'U -(- (P'^ -H y')V -1- S' W = 3^' V,, 
a'U + P'V + (P°a; -+■ /)W = x' W,. 



On a ainsi l'origine d'un algorithme tout ; 


semblable au pré. 


lent, et d'où l'on tire les neuf poljnomes P„ 


, P;„ ..., tels qu' 


lit 


"b, 


uq,.-,^vq;, - wq;_, = :c3 


"S', 


UR„_,H- vR;,_,-t-WR;; =x^' 


"S". 


>n obtient encore 




A„= aP„ -i-a'Q„-i-t- «"R,,- 




B„ = aP;_, + <i'Q;, H-a-R,;. 




C„^.aVl_, + a'Q';,_,-^a'R':,. 




J'ajoute, ce qui se démontre immédiatement 


, que le déterniinfc 


P„ Q„^, R„-i 




Pn-i Q;, R«-i ^-ta-»" 




p;_, q;_, k 





où k esl une constante. 

La considération de l'intégra 



^^J 



|(,-»)(^-t)(.-c)].*i 

prise le long d'un contour qui comprend les points a, b, c donne 
le moyen d'appliquer efi'ectivemenl la méthode, en permettant 
d'écrire tous les éléments des formules de récurrence. On en tirera, 
j'espère, ijuelques résultats intéressants, en prenant 
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pour les équations dn deusième degré rjiii délermineiil e avec 
approximation. 

Une autre application concerne le cas de \i^=\o%{x — «), 
V^:log(a: — b), W^log(.î; — c), qui peut aussi être ti-aité 
complètement; mais il me semblerait surtout curieux de prendre 
par exemple, 

u = '/rH-" ^, V = y(i +xf, w = 1 , 

je n'ai pas de doute que dans ce cas la récurrence soil périodique. 

... en vous renouvelant avec mes plus vives félicitations l'assurance 
de mes meilleurs sentiments. 

P . S . — Permettez-moi de vous engager à lire la démonstration 
concernant t: de Weierstrass dans les Sitsungsberichte de 
Berlin; M. Molk en a donné dans le Bulletin d'octobre 1889, 
p. i53, une analyse 



■ HERM!TE A STIELTJES. 



MOX CHER Am,. 

J'ai quelque crainte des retours de l'influenza, et comme vos 
lettres m'ont manqué depuis votre communication si remarquable 
et si belle où vous avez rapidement démontré la transcendance du 
nombre e, je prends la liberté de vous demander si mon inquiétude 
serait fondée et si vous auriez eu une rechute. M. Poincaré a pris 
grand intérêt à votre travail et a demandé à Picard si vous pouviez 
traiter de même le rapport de la circonférence au diamètre. J'ai 
su aussi qu'une publication portant pour titre Ln Nature, dont 
vous n'avez peut-être jamais eu connaissance, mais qui est très 
répandue, avait entretenu ses lecteurs de vos recherches. Je 
souhaite bien vivement que l'épidémie ne vous ait point de n 
atteint vous ou les vôtres, et j'attendrai que vous m'ayez ra; 
pour vous conter ce que je fais avec mes polynômes qui 
donnent bien de la peine. 
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C'est dans l'ospérance, mon cher ami, d'avoir bientôt quelques 
mots de vous, et avec tous mes vœux pour votre santé et celle de 
votre famille, que je vous renouvelJe l'assurance de mon affection 
la plus sincère et la plus dévouée. 



• STIELTJES A HEHMITE. 



ChFR MONSIF-DII, 

je suis extrêmement louché par votre lettre et je m'empresse de 
vous rassurer. Ma santé n'est pas mauvaise quoique j'éprouve 
toujours une certaine fatigue et lassitude. 

Mais si je ne vous ai pas répondu plus tôt, il faut l'attribuer à 
l'état de dénuement intellectuel où je me trouve. J'ai réfléchi 
beaucoup sur le nombre t; après avoir bien étudié les Mémoires de 
Lindemann et de Weierstrass. Une bonne partie de mes efforts 
ont été faits dans la direction suivante : Tout ce qu'on sait sur la 
nature arithmétique de 7t a été obtenu en définissant ■n comme 
racine (Fune équation transcendante cos-^o, ..., sinit^o, 



e'"'^ — I, .... mais on n'a pu tirer encore rien, pas même l'incom- 
inensurabililé, des expressions direct 



1 général, de; 



6 ZàrO' 



2„V 



L'étude de ces séries et conjointement celles que Dirichlet a 
considérées dans son Mémoire sur la progression arithmétique 
(démonstration qu'il y a une infinité de nombres premiers de cette 
forme ak + Ij) m'a donc occupé beaucoup... mais je n'en ai pu 
rien tirer, mais c'est à poursuivre plus tard. L'année dernière 
j'avais obtenu quelques réductions en fractions continues, par 
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exemple : 






mais ces fractions continues, <]iiniqiie convergentes, le sont beau- 
coup trop lenlemenl, pour en lirer quelque conclusion au point de 
vue arithmétique, et j'ai dû abandonner tout espoir dans ce moyen. 

En ce moment, vous le voyez, je n'ai que quelques projets, 
mais je ne suis rien. 

Vous m'avez convaincu complètement qu'il faut abandonner 
l'analogie qui conduit à l'algorithme de Jacobi et à la rcchercbe 
des relations récurrentes de cette l'orme 

Kn étudiant, au point de vue arithmétique, ralgorîthme de 
Jacobi, j'avais vu aussi se présenter bien des difficultés; ainsi, par 
exemple, dans le cas des fractions continues, la série des quotients 
incomplets (qui n'est assujettie à aucune condition) détermine tou- 
jours un rapport déterminé, mais il n'en est pas ainsi dans l'algo- 
rillime de Jacolii. C'est là une circonstance bien embarrassante et 
qui avait déjà beaucoup ébranlé ma confiance. 
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Quant à ma démonslralion de la transcendance du nomUre e, 
elle est évidemment fondée entièrement sur vos principes et je n"ai 
fait que généraliser votre démonstration dans le cas où il s'agit de 
prouver l'impossibilité de 

J'avais essayé d'abord vainement de prouver qu'on peut toujours 
faire en sorte f|ue les ruiantités 



ont des signes déterminés n l'avance; il siiffiTait alors de faire 
en sorte que sa et N* aient même signe pour arriver à une impossi- 
bilité. 

Vos nouvelles recherches, qui sont pour ainsi dire la continua- 
tion de celles qui se trouvent dans votre Mémoire Sur la Jonc- 
tion exponentielle, m'intéressent en efl'et beaucoup et je regrette 
que je n'aie pu faire encore le calcul dans le cas U ^ i/i + ^, 
V ^^/{i -{- xY, W^i, ..., cas dans lequel il y aurait périodicité. 

A cause des raisons que j'ai déjà données, vous voudrez bien 
m'escuser si je vous présente une remarque qui n'a pas bi'aucoup 
d'importance maïs qu'il est peut-être bon de noter en passant. 
Elle consiste en ceci. Lorsqu'une fonction analytique possède une 
ligne singulière, il n'est pas nécessaire du lont qu'elle varie brus- 
quement dans le \oisinage de cette ligne. Ainsi la série 

a un rayon de convergence ^ i , et la série est encore convergente 
sur le cercle. 

Il en est de même de toutes ses dérivées, en sorte que f{x) et 
toutes ses dérivées sont finies et continues à l'intérieur et sur le 
contour du cercle. Et cependant cette fonction /(:c) n'existe pas 
eu dehors du cercle, en sorte qu il faut considérer le cercle comme 
une ligne singulière. 

En ioiame f{x) doit bien .présenter ijuelque chose de singulier 
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r le cerct"^, mais cette slngularllé est ici beaucoup t 
nie el pour ainsi dire invisible à l'œil nu. Soit 



/(c> 



nç) = F + Q,'; 



P, Q soat des fonctions réelles de a qui admettent des dérivées de 

tous les ordres. Mais P(<f -+- h) n'est jamais (pour aucune valeur 
de A) égale it 

(•(ç)-i-AP(^) + -^P'(f)-t-.,., 



cette séi-ie étant di^ erg:ente ; ou même, si pour quelque valeur par- 
ticulière de f elle est convergente, elle ne représentera pas même 
dans ce cas P(» + A). M. Du Bois-Bayinond a montré depuis 
longtemps l'existence de telles fonctions d'une variable réelle et 
récemment, dans le Journal de Crelle, M. Lerch en a donné un 
esemple plus simple, La fonction P(») rentre dans l'exemple 



•> ce dernier n'a considéré que les fonc- 



donné par M. Lerch, 

tions d'une variable réelle, sans noter quelle conséqu» 

déduit pour les fonctions analytiques. Cette conséquence, du reste, 

était bien évidente et je ne doute pas que M. Lerch ne l'ail fait. 

Mais il est bien probable que, d'ici quelque temps, les géomètres 

rencontreront des fonctions aussi singulières que/( a;:). 

Veuillez bien agréer, cher Monsieur, l'expression de mes senti- 
ments les plus dévoués. 



■ HERMITE A STIliLTJKS. 



Mon CHER Ami, 

J'ai passé par la V()ie douloureuse dans laquelle vous êtes engagé 
en cherchant à démontrer l'irrationnalité de ic. J'ai eu celte pauvre 
idée de considérer l'équation ûn.nx^= o, dont les coefficients sont 
entiers, en faisanl la remarque que si l'on avait it=: — , l'une des 

racines serait % = sin - = sin — ^ — - — En prenant 

pour inconnue mÇ, il faudrait doue que la transformée ait une 
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racine estrémement voisine de l'unité i — ^ — r ^ . . .. El ie n'ai 
plus rien vu, si ce n'est qu'il y a une certaine correspondance 
entre la nature aritkmélique de tz, et l'approximation par des 
fractions des irrationnelles algébriques définies par l'équation 
en \. J'ai oublié d'autres tentatives et les longs calculs qu'elles 
m'ont coûtés. Une remarque sur l'équation 

/ X„,X„(/a^ = o ou plutôt / xi'X^dx = 11 (p </ij\ 

considérez l'intégrale 

et faites \fT^ 2aj^ + a-^^ i — :Ly\ la transformée sera 

Vous voyez que a n'y figure qu'au degré jO, on a donc 

pour n>p. 

Voici une sorte de généralisation des polynômes de Legeiidre. 
Considérez la quantité 



et soient P„(a:), !'*(.»), Pc(j') les résidu;^ correspondant à s = o, 
b, c qui sont des polynômes entiers en x du degré n ; ils donnent 
lieu à cette relation, <iù k est une constante arbitraire, 



La quantité k disparait d'elle-même pt 
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Soit, par exemple, k =^a\ on oblient aii 



Ç 3^i'P^(^)dx^ f 3:P\\{x)dx^ 



Celle éqiialion esl caraclérislique pour les poijnomes Vb{x), 
Vc{x), qu'elle délinil. à un facteur constant près; malheureu- 
sement je ne vois point à quoi elle peut servir. Quoi qu'il en soit, 
ils figurent comme X„, dans un mode d'approximation des fonc- 
tions linéaires, mais à trois termes au lieu de deux. Posez en ell'et 



•s: 



J m = - 



S étant une série entière; or, on trouve aisément 

Jm=P«|37)logl3r_a) + P,(a:)log(a7-è)-hP,(^)loK(^-c)-ll(.f), 

n(T) étant du degré m — i, ou encore 

J,„= l'„(j^)|og^^^ +p^(a-)lo!;î-l^ —nia:), 

et vous voyez que l'on ohlient Vorr/re maximum d'approxi- 

Permettez-moi de donner communication à M, '" de votre 
remarque excellente sur la fonction 

Le sujet est important et m'intéresse beaucoup; peut-être vous 
en reparlerai-je, si quelque chose me vient à l'esprit. 

Je remets aussi à une autre fois mes polynômes et mon système 
d'approximation; enfin, mon cher ami, en vous recommandant 
Halphen, parce que M. Jordan désirerait aller de l'avant, je vous 
renouvelle, avec ma vive satisfaction d'avoir appris que vous avez 
été atteint seulement de l'airection que je nomme pigritie, el dont 
je pâlis plus souvent et plus que vous, l'assurance de tout mon 
dévouement el de mes meilleurs sentiments. 
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- STIELTJES A HEBMITE. 



Qmyak Monsieur, 

Avec une épreuve d'Halphen, je veux vous envoyer quelques 
mots sur votre dernière lettre qui m'a beaucoup intéressé. Votre 

démonstration de / X„X„rf;r=;o ou ( xP'^„dx = a est 

certainement ce qu'il y a de plus simple, el me semlilo préférable 
à celle de Legendre basée sur le calcul de 



/: 



Quant aux polynômes P„(^l, P4(ar), Pp{a:'), . . ., je ne 
par quelle voie vous avez obtenu leurs propriétés, mais j'ai 
retrouver vos résultats par le calcul de l'intégrale 



< 



\{z-a)^z^b)iz-c:)\'^^ 



L'analogie avec les polynômes de Legendre m'a fait penser 
que J doit satisfaire ^à une équation linéaire du troisième ordre, 



et comme on |a 

on doit satisfaire encore à (i)pary = ?„,?* ou Pf. Mais vous avez 
sans doute approfondi déjà cette matière. C'est une généralisation 
de la théorie des polynômes de Legendre, bien différente de celle 
qui conduit M. Heine aux fonctions de Lamé, etc., puisqu'il s'agit 
ici d'équations différentielles linéaires d'ordre supérieur, tandis 
que dans les théories d'Heine on a toujours à faire avec des équa- 
tions du second ordre. 

Je ne vois pas plus que vous à quoi pourraient servir ces pro- 
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/'-"*<"""■*/' 



Tl'VA-->^)dx=Q. 



Je vols seulement qu'on peut en conclure (en supposant a <;é-<c') 
que les racines de 

sont réelles, inégales et comprises entre a e\. b; celles de 



réelles, inégales et comprises entre b et c, tandis que 

Pa{b) et \\{b) 

doivent avoir même signe. 

En somme, je ne crois pas que les propriétés de cette fonction 

doivent surprendre, après les travaux sur le principe de Dirichlet. 

En effet, il est possible de délinir une fonction analytique à l'in- 
térieur d'un contour C, de telle façon que la partie réelle de la 




fonction soit sur le contour C même, une fonction continue donnée 
d'avance. Or, si la fonction donnée sur le contour, quoique con- 
tinue, n'admet pas de dérivée, on si elle admet seulement un 
nombre limité de dérivées successives, la fonction n'existera pas 
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en dehors du contour. Et il en sera de même si la fonction sur le 
contour est une des fonctions de Du Boîs- Raymond, qui admet 
liien des dérivées de tous les ordres, mais qui n'est pas dévelop- 
pable (en série infinie) par la formule de Tajlor. Il semble seu- 
lement que, dans ce dernier cas, on ait réduit à peu près à son 
minimum l'espèce de singularité que doit présenter la l'onction si 
elle ne doit exister qu'ù l'intérieur du contour. 

Veuillez bien accepter, ciier Monsieur, l'expression de ma pro- 
fonde reconnaissance pour les encouragements que vous prodiguez 
à mon égard et celle de mon entier dévouement. 

241. — HEÏiMITE A STIELTJES. 



MoK CHKTi Awï, 

Après bien des eft'orts, bien des calculs, pour généraliser l'algo- 
rithme des fractions continues, je viens de revenir pour y recon- 
naître une erreur à ce qui a été mon point de départ. J'avais cru 
qu'on ne pouvait établir une relation récurrente entre les pol^y- 
nomes An, B„, C„ remplissant la condition 

UA„-i- VB„-i- WG„= 3:"'+sS. 

Je m'étais grandement trompé comme vous allez voir. 
Considérez ces trois autres relations 

UA„+, -f- VB^, -+- WC;t+, = a-'"+s S', 

UA„^j-i- VB„+î-i- WG„+î= 3^>"-^>S', 

Contrairement à ce que j'dvais affirmé, je dis que l'on peut 
déterminer trois quantités entières en x, G, H, K, réalisant la 
condition 

c'est-à-dire 



= G3?>"+»S''-v-H:r'"->-'S'- 



Soit en efl'et : 



H =kcr + h'-'. 
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on trouve, après avoir supprimé le facteur .x', 

Cela étant, je dispose de h, k, /;', k', de manière à avoir 
iAir 4- A')S'-(-(/:ic + /-')S = /a^'S,, 
OÙ / reste arbitraire, et j'obtiens 

.':>S'" = gS° -<- lS,-h h'S' -h k°S. 

Dans cette nouvelle relation entrent quatre constantes g, l, 
h", k" ] il est donc possible d'y satisfaire. 

Je ne renonce cependant point au point de vue auquel j'avais été 
précédemment amené, mais je dois reconnaître qu'il ne s'impose 
plus d'une façon exclusive ainsi que je l'avais cru. 

Je me sens couvert à vos yeux de confusion et d'humiliation 
pour ainsi me tromper; je me permets cependant de vous féliciter 
vivement de votre découverte sur les racines de Pà(^) = o, en 
vous demandant s'il vous conviendrait que j'en fasse l'exposé 
dans le Mémoire destiné au Journal de M. Jordan. Vous me feriez, 
mon cher ami, grand plaisir de me communiquer votre méthode; 
au retour je vous écrirai ce qu'il m'est arrivé de rencontrer, en 
battant l'estrade de tous Içs côtés, dans un champ qui ne manque 
point d'étendue, ni d'intérêt. 

En vous informant que M. Jordan a été extrêmement content 
d'avoir votre épreuve d'IIalphen et en vous renouvelant l'assurance 
de ma plus sincère affection. 



- riERMITE A STIELTJES. 



Mo>' CHEii A.\iij 

Je me suis lancé hier dans un calcul tête baissée et en oubliant 
absolument que les polynômes G, H, K. devaient être du premier, 
du second et du troisième degré. En déplorant mon inadvertance 
j'ai été cependant enchanté de retrouver dans mon algorithme ce 
caractère de nécessité qui est pour moi son principal litre à l'exis- 
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Je Tai appliqué en supposant S ^: i , S' = e^, S" ^^ e"^ ; on a alors 



puis cette loi générale de récurrence, permettant de passer de S„, 

s;„ s;às„+,, s;^,, s;,^,, 



3« — I 



■>n "~ 4n " ' 4/1 " ' 

J'ai reconnu aussi que les coefficients des développements sui- 
vant les puissances croissantes de j-, de S„, S^,, S~„ décroissent 
avec une extrême rapidité, mais en supposant .r ^ 1 , par exemple, 
j'ai complètement échoué dans mes tentatives pour avoir l'ordre de 
grandeur des quantités A„, B^, . . .. 

Si l'on considère les séries ordonnées suivant les puissances 

décroissantes de la variable et de la forme — ) -^ -\ — 5 + ■ - ■ 

mou algorithme se modifie. On est alors conduit à employer une 
nouvelle loi de récurrence, à savoir : 

[>(^-«) + P]S + Y(3;-6)S'+3(^-c)S''=--^S„ 
a'(^-«)S + [?'(.r-6) + Y']S'+!f'(.*--c)S''=^S',, 

cette loi ayant pour caractère de se conserver dans la composition 
successive des substitutions. Mais les constantes a, b, c demeurent 
arbitraires; ce sont les coefficients a. ^, . . . qu'on détermine dans 
chaque équation de manière à faire disparaître les termes en ;c, 
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L'application au cas des fractions conlinncs est assez curieuse 
et m'a fait faire bien des calculs. 

Chemin faisant, j'ai vu quen posant 

le polynôme du degrc n a pour expression, si l'on fait X = cos-^, 

g étant une constante. 

Permettez-moi de vous envoyer quelques mots que m'écrit 
M. *** au sujet de votre fonction convergente à l'intérieur de la 
circonférence et sur le cercle. 

M. Laurent dans les Comptes rendus a fait il y a longtemps la 

remarque se rapportant au même sujet que la série ^^ — qui 

n'a point de dérivée n'est convergente pour aucune valeur ima- 
ginaire de X. En voos renouvelant ma prière pour Pn(,c), el vous 
assurant, mon cher ami, de mon bien affectueux dévouement. 

243. - STIELTJES A HEli.MITE. 

Toulouse, 2 8 mars ,890. 

Cher Monsieur, 

Je suis aussi surpris que vous l'avez pu être par votre annonce 
que vous ayez trouvé une erreur dans votre point de départ et, 
quoique je voie bien qu'on ne peut rien reprocher à votre nouveau 
raisonnement, je ne me rends pas compte encore en quel point 
l'ancien se trouvait en défaut. 

Puisque vous le demandez, voici comment j'avais vérifié vos ré- 
sultais ; vous n'oublierez pas que c'est une simple vérification. Pour 
calculer 



<.)(,-i)T. -«)]».* 
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la décomposition en fractions simples me donne d'abord 

[(^_„)(s_è)(=-c)]'"+i dz>\ii~a)(i-b)(t-c)]"'\ 

8(3, x) étant an poljnome du de^ré 3m — i en 3 dont les coeffi- 
cients sont des polynômes du degré n en x. \ cause de 



[(.r-«)(:r-é)(:r-c)]'" 

0(a;, a^) est un polynôme du degré ^m ■ — i en x, mais il est divi- 
sible exactement par (x — «)'"{.r — h)'"{x — c)'" en sorte que le 
qnotient est du degré m ^ t en ^ et 

J,„=R,„_,-P„(a-)lûg(a--«)-P/,(a:)log(3r-è)-P,(:c)log{^-0- 

Pour établir cette propriété de 0(x, x) je remarque que l'éqiia- 



-K 



. p.(^) , 



montre directement que ^{s, a) est divisible par (z — a)'", car, si 
je prends a; ^ «, il y a au premier membre, dans le dénominateur 
seulement, la première puissance de s ^ a. De même, si je prends 
d'abord la dérivée par rapport à x, j'ai 



[(a_a)(î-è)(î-c)]m+' d^][{z-o:)(z-h){z-c)\'"^ 

d'oii l'on conclut que 0'(s, aj doit être divisible pa 
En continuant ainsi, on voit que 

est divisible par (3 — a)'"-*. Cela étant, l'identité 
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montre que #(3,3) est divisible par (z — it)'", donc aussi jiar 
(3 — b)"'ei(s — c)™. c. Q. r. d. 

La remarque que j'ai faite sur les racines de P«{^) = o est une 
simple application d'un raisonnement bien connu, 
allez voir. Soit 

a<b<c, 



:/'l'A(a^)t(^;^- 1 ai/'K^^)' 


-^ 


(/!= 0,1,*. ..., 


£„.,. 


)d^ = o. 




^{cr) = P^{a^)-i-P,(a^) = - 


-fai^) 


(a<^<*), 


*(a-) = I^(a-) 




(è<a7<c). 



Or, d'après un principe que j'appellerai volontiers principe de 
Legendre (il se trouve en germe dans sa démonstration concernant 
les racines de X,,^^: o), si une fonction f{x) satisfiiit aux n condi- 

J XI'J\w-)dw=<y ip = <., (, '2, . .., « - [). 

f{x) doit présenter dans l'intervalle {a, b) au moins n variations 
de signe. L'hypothèse contraire de n — i variations de signe au 
plus, conduit à une absurdité. Donc <&{x) doit présenter au moins 
2» -I- I variations de signe, et ainsi il est clair qu'il doit y en avoir 
exactement « dans l'intervalle (a, b), de même n dans l'intervalle 
{b, c) et entin une lorsque x dépasse la valeur O. Donc 
P^(6) et P,(b) 

doivent êlre de même signe et les polynômes Pa{x), Pc(x) ont 
leurs racines dans les intervalles (a, 6), ib, c) respectivement. 

Je ne crois pas qu'on puisse établir quelque chose d'analogue 
pour Pb{x). Tandis que Pn{^) et Pc(x) sont effectivement du 
degré n, j'ai vu, par un cas particulier, que ^b{x) peut s'abaisser 
au degré n — i et j'ai vu aussi que toutes les racines de Pi,{x) = o 
peuvent être imaginaires. 

Quant à l'équation différenLlelle linéaire du troisième ordre à 
laquelle on satisfait par 

r = Pa(^j, P*(^), p.(^), J„{^), 
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un cas particulier intéressant, d'une théorie plus générale exposée 
par M. Jordan dans le Volume III de son Cours [p. 24' i inté- 
gration par des intégrales définies (voir en particulier le n" 201, 
p. 25o, en bas)]. Mais je suis tout abîmé dans le Halphen, heureux 
d'avoir échappé au nombre n, qui m'a causé un vrai cauchemar. 
J'ai particulièrement éprouvé un vif plaisir, en étudiant la multi- 
plication complexe, de voir clairement comment M. Kronecker a 
obtenu les relations entre le nombre des classes des formes qua- 
dratiques à différenls déterminants positifs. J'ai justement, il y a 
quelques jours, envoyé à M. Jordan la partie du manuscrit d'Hal- 
phen qui a trait à la division des périodes, et je pourrai terminer 
maintenant sans difficultés cette affaire pendant les vacances de 
Pâques. 

Parmi les papiers que m'a confiés M. Jordan se trouve une lettre 
datée du ao mars iHHg adressée par M. Kronecker à Halphen (à 
l'occasion d'une Noie de H. dans les Comptes rendus) où il se 
plaint un peu qu'on n'étudie pas assez ses travaux sur l'Algèbre 
dont il a publié les bases dans le Fesischri/t de Rummer, 11 dit 
aussi que ces méthodes s'appliquent aux questions algébriques 
soulevées par la multiplication complexe et permettent seules d'y 
voir clair. Voilà un beau sujet d'études. Si je pouvais l'aborder un 
jour, ce' ne serait pas certainement avec l'espoir d'y ajouter 
quelque chose, mais ce serait déjà quelque chose d'utile si l'on 
pouvait le rendre plus facilement accessible aux géomètres. 

Vous voudrez bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assu- 
rance de mon dévouement bien s 



P. S. — .le vois bien que vous ne m'avez pas demandé le 
calcul de J^; si j'en ai parlé c'est seulement pour vous demander 
si vous avez une autre méthode. On peut bien se tirer d'affaire 
encore en remarquant que l'intégrale 



^X" 



- dz 



devient pour x ^= a infinie seulement comme iog(x — a) et nor 
comme une puissance négative de [x — «), ce qui serait le cas s 
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e{a:,a-) par [Cr - a)(a' - b){a^ - c)]- 

ne se faisait pas exactement, mais celii ne me satisfait pas beaucou[) 
à cause de ma démonstration peu élégante de cette propriété de J,« . 
En tout cas, je suis, bien heureux d'apprendre que vous allez pu- 
blier cette nouvelle méthode. 



- STIELTJES A HERMITE. 



Cher Monsieur, 

Permettez-moi de répondre seulement plus tard aux rfioses 
intéressantes de votre lettre. J'ai vu avec un grand intérêt que 
vous obtenez dttns le cas S = t, S'=e'*, S" = e~^ la loi générale 
de récurrence qui est d'une forme simple. Je croîs vous avoir dit 
déjà que, en appliquant la méthode de Jacobi au même exemple, 
je n'ai pas pu découvrir une loi simple, ce qui m'est une nouvelle 
confirmation de la nécessité de votre méthode. 

Mais je dois dire deux mots à l'égard de la Note de M. **', qui, 
je crois, n'a pas examiné avec assez d'attention mon exemple. 11 
dit, eu effet ; « Il est clair que toute série de Fourier représentant 
une fonction continue sans dérivée peut être employée pour le 
même usage. 

» La série ^ rentre dans ce type. Ce doit être de là que 

S. a tiré son exemple ». 

11 y a ici une méprise ; la série 

y si[i(a"3-) 
^ t.i,..n 

représente une fonction F{.ï) qui admet des dérivées de tous les 
ordres. Ce qu'il y a de singulier dans cette fonction 
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c'est qu'elle reste finie avec ses c/érii'ées de tous les ordres pour 
mods =: I. On voit par là que l'exemple est d'une nature difle- 
rente que l'exemple tiré des fonctions sans dérivée. 
Mais la fonction réelle 

est une de ces fonctions de Du Bois-Raymond qui, quoique admets 
tant des dérivées de tous les ordres, ne sont pas développal^les par 
la série de Tajlor. Pour aucune valeur de ^ et de A on n'a 

Sans doute M. '*' a confondu la série 

^ i.2...n Z.I 3" ' 

qui représente une fonction sans dérivée. 

Veuillez bien agréer, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mon entier dévouement. 

P. S. — Je défciche d'un cahier de noies quelques pages qui, 
si M. **• veut les parcourir, lui épargneront la peine de chercher. 
Pas besoin de retourner, j'ai dit déjà que je n'attache guère d'im- 
portance à cette remarque ('). 

245. — ÎIEIiMlTE A STIELTJES. 

Quitaeron ( Morbilian ), -, avril iSgo. 



Cher Ami, 



Votre lettre m'est arrivée pendant mes préparatifs de départ 
pour la Bretagne où je passe les vacances de Pâques. Je comptais 
vous répondre en arrivant à Quiheron, mais une indisposition 



(!) Note des éditeurs. — Suil une Noie de quatre pages, sur la foncti 
.StT"^' '^*"'* a*o"s jugé inutile de la reproduire, Stieltjes lui-même in< 
quant ( lettre Î45) qu'elle ne renferme rien de plus que l'article de M. Fredholm 
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m'en a empêché; me trouvant remis maintenani, je m'empresse 
de vous demander l'aulorisation de publier dans les Comptes 

rendus voire Note sur la fonction 2]~T ' d'abord à cause de 

son intérêt et ensuite parce qu'elle se rapporte au même sujet qu'un 
travail d'un élève de M. Mittag-Leftler, présenté tout 1 
par M. Poincaré. 

Dans deux jours, j'irai à Vannes et après à lîains-de- 
où j'ai de la famille; je serai rendu à Paris dans une 
jours pour ma leçon de la Sorbonne. Je me réjouis de donner à 
mes élèves votre méthode tirée du procédé, si beau, si ingénieux, 
de Legendre, mais auquel vous donnez un prix tout nouveau en 
l'appliquant à une fonction qui change brusquement sous le signe 
d'intégration. Je suis enchanté de votre remarque sur p4{3^), qui 
se comporte d'une tout autre manière que ^a{^) et ^^{x); ce 
résultat est bien curieux mais je ne m'enhardis pas jusqu'à croire 
que si ces polynômes sont intéressants ils soient importants, c'est- 
à-dire, se présentent ailleurs que dans la question qui leur a donné 
naissance. 

Relativement aux équations différentielles linéaires, vous verrez 
que M. Pochammer les a données dans le Journal de Crelle, il y 
a plus de 1 5 ans ; mais je les avais obtenues auparavant, et elles se 
trouvent dans les feuilles lithographie es du Cours d'Analyse de 
l'Ecole Polytechnique de 1868-1869. 

Je remets à un autre jour, me proposant de le faire avec soin, de 
vous exposer mon traitement de l'intégrale 



'"-./; 



[(3._„)(^_è,(S_C,]"-i' 



et le mode d'approximation que j'ai obtenu, et que je transporte 
de toute pièce aux séries ordonnées suivant les puissances décrois- 
santes de la variable. 

Une remarque seulement. 

Déterminez les trois polynômes de degré /i, Pi,{x)^ Pf(^), Q('Ï')'. 
de manière qu'on ait la condition 



^""i*.-^-^.-'.r 



:-Qi: 



dbjGoogle 



ESPONDASCË \> HERHITE ET DK STIKLTJES. 




quiest visibleiiienl un polynôme entier en x. Maintenaiil il suffit 
de développer suivant les puissances desrendantes de j' pour 
tomber sur la relation 



J_ zi-?,{^\d^^ f' -. 



(p = 



En vous informant qu'à la dernière séance de l'Académie M. Faye 
m'a fait connaître M. Bakhuyzen et que tous trois nous nous sommes 
longtemps entretenus de vous, je vous renouvelle, mon cher amî, 
l'assurance de mon affection la plus dévouée. 



- STIELTJES A NEBM/Th'. 



CirEii Mo^s^K^Jli. 

J'ai profité aussitôt de la iin des vacances pour prendre 
sance à la bibliothèque de la Note de M. Fredholm que vous 
m'avez signalée. Au fond, c'est exactement la même remarque que 
je vous avais faite, mais la manière dont M, Fredholm établit la 
propriété caractéristique de la fonction est très intéressante. Je ne 
crois pas devoir intervenir dans ce cas; la seule chose qu'on peut 
ajouter sur ce sujet c'est que l'existence des fonctions réelles de 
M. Du Bois-Rcymond permet de prévoir cette singularité. 

En etfet, si /(ar) est une fonction réelle, admettant des dérivées 
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247. 








de 


Ions les ordres, 
aie de Tajlor 


m.is qu', 


3n ne 


fteut pas 


dé 


leloppe 


,■ 1», 




/(« 


^-»)-/(>-| 


+ */'(») 


/!■ 


;/'<"+• 




«(/ n 


,/;»,: 



alors /(sinj?) sera une foiicliou de même nature ; de plus, elle peut 
se développer ainsi : 



définit alors une lonclion qui n'existe pas pour mod3>>i, bien 
qu'elle soit finie avec toutes ses dérivées pour inods;=i. Mais 
d'autres en ont fyit la remarque déjà sans doute, et cela ne m'élon- 
nerait pas si M. Lerch avait appelé l'attention sur ce point. Comme 
il a donné tout récemment dans le Journal de Kronecker un 
exemple très simple de ces fonctions de Du Bois-Reymond, et pré- 
cisément sous forme de série de Fourier, en sorte qu'on peut écrire 
directement la fonction f{z), je crois devoir m'abstenir. 

Je dois avouer à ma honte que je ne connaissais pas les feuilles 
autographiées de votre Cours à l'École Polytechnique, mais c'est 
une bonne occasion pour combler celte lacune, Pour le moment j'ai 
un travail moins amusant; copies à corriger pour le baccalauréat! 

VeuiUcï bien me croire toujours voti'C sincèrement dévoué. 



347. - HEHMITE A STIELTJES. 

Paris, K mai 1S40. 

Mon cher Ami, 

Les compositions de baccalauréat à noter, les esamens à la Fa- 
culté, les leçons à préparer m'ont l'ait bientôt perdre le bénéfice 
des vacances de Pâques. Je ne puis vous dire à quels elForls je suis 
condamné pour comprendre quelque chose aux épures de la Géo- 
métrie descriptive, que je déleste, et à des choses comme la formule 
des annuités en Arithmétique, etc. Combien sont heureux ceux 
qui peuvent ne songer qu'à l'Analyse! Tout dernièrement jaî eu 
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connaissance, en feuilleiant le Handbuch de Heine, d'une formule 
de M. MeKler sur les fonctions X„ ou plutôt P„(cos6) en posant 
ai^cosQ, qui m'a transporté. Permettez-moi de mettre sous vos 
yeux une abréviation de la démonstration qui se trouve page 44 de 
cet Ouvrage; vous me direz si à l'occasion je puis la publier. 
Je me fonde sur la relation suivante, facile à établir, 



et je pars de la formule 

Cela étant, soit j* ^^ cos9, puis 



On aura d'abord 

(T — cos6)eos^rf« 



et l'identité 

(i-«)Mcosip — cos6) + (i-2ïc 



donne immédiatement 

/ (l-atc 



Vous voyez qu'en développant suivant les puissances de x, l'éga- 
lité (i) conduit à la formule 



J, M^, 



Ce beau résultat de M, Mehler est une simplilication d'une for- 
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mule dont Dirichlel a fait la base de son mémorable Mémoire sur 
les séries dont le terme général dépend de deux angles, etc. La 
présence du facteur cos(rt +5}^ lui donne un prix infini; si je ne 
me fais pas illusion, peut-être pourrait-on publier la démonstration 
dans les Annales de Toulouse. 

En attendant votre avis, je saisis l'occasion de vous faire savoir 
que M. Biereiis de Haan a eu la bonté de m'écrire que l'Académie 
des Sciences, la sienne (d'Amsterdam, je suppose), m'a élu membre 
étranger et qu'on attend l'approbation du roi pour m'envoyer la 
notification ofticlelle. Je soiipçonne, je me méfie, mon cher ami, 
que vous n'êtes peut-être pas étranger à cette élection, qui me fait 
le plus grand plaisir parce qu'elle me rapproche d'hommes émi- 
nents comme M, Bakhuyzen, qui est l'honneur de la Science dans 
votre pays, M. Hosscha, d'autres encore et vous-même. 

En attendant de vos nouvelles, et vous renouvelant l'assurance 
de ma plus sincère ali'ection. 

P. S. — J'ai donné à la Sorbonne votre extension de la méthode 
de Legendre à une fonctio 
divers polynômes H,, , H,, , . 



248. — HERMITE A STIELTJES. 

Paris, 9 mai (S90. 
JVIos CHER Ami, 

Le calcul que je vous ai envoyé hier est inutile ; la formule de 
M. Melher se trouve en même temps que d'autres sans faire tant 
de chemin. 

On a, en eiï'et, en posant pour un moment 



1 _'/"'' '^^ 

lous trouvons alors 
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44 < 

puis en faisant a^ = cos'f 






? + »')/(! — cosy)(cos^ — a) 






cela étant, l'égalit 



î^=2~"- 



donne sur-le-champ le résultat de M. Melher. 

Revenons au cas général en faisant toujours œ = cos^; la rela- 



' ^ i f s\nfd f 

conduit, au mojen du développemenl 



à cette remarque : 

I.a somme VP«(n) P?{6), étencluo à tous les entiers a et p, 
tels qu'on ait a + ^ = n, s'exprime par l'intégrale 



;(■ 



sin(n + \)<fdif 



1 particulier pour ^ = o on trouve 



2--^ A ...^ 



in-^i)'id'i 



Votre bien affectueusement dévoué. 
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Je partage votre aversion pour la Géoinélrie descriptive, et 
cependant j'ai dil m'y remettre aussi, ayant à interroger là-dessus 
des élèves de mathématiques spéciales au lycée. U y a une quin- 
zaine d'années, j'avais une curiosité plus vive pour toutes sortes de 
choses et à cette époque la Géométrie descriptive avait quelques 
charmes pour moi, mais actuellement cela ne me dit rien. 

En lisant votre première lettre, je me suis rappelé que M. Bruns, 
dans le Tome 90 du Journal de Borchardt, a employé la formule 
de Melher 



^niS' 



les racines de P„{.cos6).= o sont comprises da 

les intervalles de it à 7t {k-=- 1, a, ., ., n). 

En effet, par une discussion qui n'est pas bien difficile, 
constate que les signes de 



Je crois, du reste, que les développements de votre première 
lettre ont quelque analogie avec une partie du Mémoire de 
M. Bruns, mais je n'en suis pas bien sûr, n'ayant pas trouvé à la 
bibliothèque, cette après-midi, le Tome 90 de Crelle. 

Mais votre nouvelle méthode est bien plus jolie et j'espère que 
vous voudrez bien la donner pour nos Annales. 

De votre formule 

)? 



2-'"'=^ / .,T"z:^ '^ 



^"~'l 
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on conclut pour n = t» d'après un ihéorème de Dirichlet 



2:p.<», 



et c'est bien là un développement convergent tant que 

-(<a<+[. 

C'est ce que j'ai vérifié aussi à l'aide du résul 
trouve dans mes Notes 



Il faut naturellement supposer — i < « < H 
suffit pas. Le coefficient de Pyi(a) étant 

(^k-i-i)r(i — n) r(^+ n) 
dont la valeur asjmptotiqiie est 



et la valeur asympLotique de Pa(cos9) étant 
la convergence exij^e que 2 h < o 

"<r 

C'est bien là, je crois, un résultat conforme à celui obtenu par 
M, Darboux. dans son Mémoire Sur les fonctions de grands 
nombres. 

Vous voudrez bien, avec votre bienveillance ordinaire, excuser 
ces remarques superlicielles. J'ai été un peu soulfranl dans ces 
derniers temps et je suis encore très fatigué, en sorte que j'ai eu 
déjà fort à faire pour faire seulement mon Cours, Cependant je 
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pourrai, dans ([uelqiies jours, expédier un nouveau Chapitre du 
Halphen à M. Jordan. 

Je ne peux m'attrihuer aucune pari à voire nomination comme 
membre étranger de l'Académie royale des Sciences d'Amster- 
dam, mais vous savez que j'ai les plus grandes obligations envers 
M. Bakhujzen qui esl un excellent homme et d'un zèle pour la 
Science qui ne saurait être surpassé. L'organisation de l'Observa- 
loire de Lejde ne comporte guère que les travaux d'observation, 
cependant voyant ma prédiieclioo pour la théorie, M. Bakhuyzen 
n'a pas hésité, assez souvent, à me dispenser d'une partie du travail 
pratique. Enrélléchissanl à cequi m'est arrivé, après ma résolution 
de quitter Leyde, je me sens incapable d'exprimer mes sentiments 
envers vous. 

Votre bien dévoué. 



250. — STIELTJES A HERMITE. 

ToiilouEie, i4 mai 1H90, 

Cher Monsieur, 

Vous savez que M. Darboux a obtenu le premier une formule 
qui donne l'expression approchée de X„(cosS), l'erreur commise 
étant de l'ordre d'une puissance aussi grande qu'on le voudra de - 
(Liouville, 3" série, t. IV, 1878, p. Sg). 

Je viens de parvenir à un résultat qui, je crois, constitue un 
progrès notable. Je pose 

^■ = 008 6, o<e<-, 

et j'obtiens l'expression suivante comme approximation de X„{cos6) 



713.5.-.. .(i»+i)[ v'TSÏO 



,.(>..L-) 
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La loi esl évidente, j'ai posé pour abréger l'écriture a — *i — - 
Mais il est clair que tant que Ton a 

asinâ > ], c'esl-à-dire ^ < 8 < -^i 

la série (A) continuée à l'infini esl convergente. Or, dans ce 
intervalle, elle représente exactement X,,(cos9). 
On peut énoncer ce résultat ainsi 

TT i..l.7...(Sn 4- [| y'(3!_|)'. \» ■>. -i. I 

le sj'mboJe ^ désignant la série hypergcométrique et 



Je vais vériiier 


ce résultat dai 


is le cas le plus 


.tmple™ 


a alors 










"i^-v\ 


, s''j = arcsin3 




et l'on doit avoir 










P.R.ar^ 


■""^^ ï' 




Pour 9 = ^,== 


= i, donc ar 


csm;= -, maïf 


, po.on. 


donc 


■.^p^qi, : 


■. = %m{p^qi) = 


.-p.- 




''"-"" "*"/ ' 


3 -ces '"'"' 


?-î 


d'où l'on conclut 


'^ 





mais a^ — ^^ est la partie réelle des- — - qui est nulle, 

donc C0S2/J ^ o et par conséquent p =^ -, non seulement 
pour 9 =:; - , mais dans tout le domaine de convergence de la série. 
Un autre résultat, que j'ai obtenu chemin faisant, est exprimé 
par la formule 



dbjGoogle 



LETTRE 2S1. 49 

Vous voyez que le premier membre met en évidence les pôles 
de la fonction uniforme, on obtient aussi la décomposition en 
fractions simples. 

Je ne crois pas qu'on puisse déduire ce résiiIlHt des formules si 
nombreuses obtenues jusqu'ici pour la transformation de la série 
bjpergéomé trique, lime semble que c'est une formule d'un autre 
caractère. Le temps me manque en ce moment pour approfondir 
ce sujet, mais je compte bien poursuivre ces recherclies prochai- 
nement. 

J'ai vu hier la Note de M. Beltrami sur les fonctions X,; dans les 
Comptes rendus; si vous le jugez convenable, vous me ferez un 
grand plaisir en donnant aussi dans les Comptes rendus un 
extrait de ce qui précède; on pourrait, pour abréger, laisser de 
côté la vérification pour « =t o ( ' ). Mais j'abuse vraiment de votre 
bonté, et je laisse monter à une hauteur invraisemblable la dette 
de reconnaissance que je vous dois. 

Votre très dévoué. 



251. " STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, [5 nul 1W90. 
CwiiE! MONSIEUK, 

J'espère que vous voudrez bien me permettre d'ajouter main- 
tenant à ma lettre d'hier, déjà longue, la démonstration qui ne s'y 
trouve pas. 

Je pars de la formule 

■;:X„(cos(S) = f (cnsfl — isliiOcos«)"'/«. 

En écrivant j t= j -i- j et en remplaçiint dans la dernière 



( ' ) /Vole des éditeurs. — One Note sur tette question » été communiqués à 
l'Académie duiis la séance du 19 mai i%o [Sur la valeur atvmptotigue des 
polynômes de Legeadre (voir Comptes rendus, t. CX, p. loati-ioa;)]. 
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intégrale « par tt — «, il vienl 

(f) TrX„(co5(i) = 'iP. R. r\coiO 

Posons sin -- u = t, 

ou bien si l'un écrit 



(H) -nX^ost) = 41*. K.(co6n + isirie)" T Vi- ^\ , '^' ' ' 
Après ces préliminaires, je considère I équation 



qui admet une racine 



Toutes les racines sont comprises dans l'expr( 
±K„+a7t (^eiilier). 



Il est clair qu'il n'y a pas de racine dont le module soil inférieur 
i «0 et il suffira de considérer cette racine. L'intég;rale 



/:•• 



une valeur indépendante du chemin d'intégration; si doi 



1 faisant varier i' par des valeurs n-f.Ues de o à logtang-^. on 
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Lve que la valeur fie celte intégrale esl 



■/ ■"'(»-^^.-)-. 



el, par eonséqiient, purement imaginaire. 

Uest clair par là i|ue l'on peut écrire, au lieu fie la i'onuule (I), 
celle-ci : 



"■/"■" 



TtX„(cosa)^ iP. R. / (co5e-i-fsin0 



1« chemin d'inlégralion restant toiijours absolument arbitraire. Or, 
si l'on applique maintenant la substitution qui a permis de passer 
de I à 11, on trouvera évidemment 






c<ipOj = iP. I 



sous la condition luud ; < i , c'est-à-dire 

..sin9>l. 

On peut maintenant développer en série, ce qui donne le résultat 
cherché. 

Même lorsque mod:>i, on trouvera ainsi par les premiers 
termes une expression asymplotique, car lorsque n est très grand, 
c'est seulement dans le voisinage de m = o que (i — U-)" a une 
valeur appréciable. 

Veuillez bien agréer, cher Monsieur, la nouvelle expression de 
mon dévouement sincère. 



353. — HERMITE A STIhJLTJES. 

Mon cHEii Am[, 
lîncore une l'ois, après tant d'antres, vous a*cz clé inspiré de 
manière la plus heureuse et votre expression de X„(cosS) est d'ui 
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élégance extrême et intéressera au plus haut poinl les géomètres. 
Je ne doute point qu'elle n'appelle toute l'attention de M. Beltrami, 
et je vous ferai pari de ce qu'il me dira, dans sa correspondance. 
Votre Note sera présentée à la prochaine séance de l'Académie, 
en laissant de côté, comme vous le proposez, la vérification 
pour n^o, non qu'elle ne soit très jolie, mais afin d'entrer dans 
les intentions d'économie du secrétaire perpétuel, M. Bertrand, 
qui s'y trouve contraint et forcé par la commission du budget, 
qui a fait subir une réduction importante à l'allocation accordée 
pour l'impression des Comptes rendus. 

En attendant les conséquences que vous allez tirer de votre heau 
résultat, je m'empresse de vous rassurer au sujet du Mémoire cou- 
ronné de M. Poincaré. La publication s'est trouvée ret.irdée par 
suite d'une inexactitude qui s'était glissée dana les formules, et qui 
n'a été reconnue qu'après l'impression, qu'on s'est décidé à sacri- 
fier, afin de donner un nouveau texte entièrement correct. 

Ne me parlez donc point de reconnaissance, mon cher ami, et 
c'est moi qui suis votre ohligé pour votre belle assistance que je 
n'appelle jamais en vain dans mes embarras analytiques. Sans l'in- 
dication que vous m'avez donnée du travail de M. Bruns, Zur 
Théorie der Kugetfunctionen, j'aurais absolument ignoré que je 
n'avais fait que reproduire sa démonstration de la formule de 
M. Mehler; la variable qu'il introduit, y, quand il pose l'équa- 
tion sin - ^= sin — cos» est ma quantité h, étant telle que l'on 
ait M^=cotf. J'ai essaj'é de débrouiller son analyse pour tirer 
de la formule deMeliIer la séparation des racines de X,,^ o, mais 
l'allemand qui n'est pas un obstacle insurmontable, quand l'ana- 
lyse est élégante et claire, m'a arrêté et je n'ai fait qu'entrevoir la 
méthode. Je m'occuperais de suite de la question, si mes leçons ne 
me fatiguaient pas autant, et s'il ne me fallait revoir la prochaine 
édition de mon Cours lithographie. Ajoutez à cela les devoirs aca- 
démiques, qui m'obligent d'aller au Ministère! des Affaires étran- 
gères, parler au Ministre et à son chef de cabinet. 

Que j'aurais long à 
matiques; j'aime mi 



■ ous en conter s 


lur ces affaires extra-mathé^ 


(IX vous dire 1 


im mot d'un théorème de 
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M. Ci;ftùiT. dont je frouvp l'énonoc dans un c\c mes cahiers 

mais sans ine souvenir où l'auleur l'a flonné. .l'ai remarqué que 
chaque membre a pour valeur 

en désignant par/J le plus grand commun diviseur des entiers m 
et n. Cela vaut-il quelque ciiosc? 

Eh vous renouvelant, mon cher ami, mes j>his vives félicita- 
tions pour voire découverte, et l'assurance de mon aU'ectueux 
dévouement. 

253. — HEHMITE A STfELTJES. 

[Sur une carie postale.) 
Je crois avoir compris que vous décomposez / en deu\ 

parties / + / et que vous négligez la secunde comme pun - 

ment imaginaire, ce qui vous donne la formule (1'); votre méthode 
est extrêmement belle et originale. 

254. — STIELTJES A HEHMITE. 



Chrr \roNS.Ei-., 

Je viens de ra'apercevoir qu'un artifice, que j'ai in<!iqué dans 
ma thèse (p. 4o), permet de mener à bonne (in cette théorie d;i 
développement de X„(cos6) lorsque h est grand. 
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iids la formule 



~X„(rosO) = 4f'. R.(cose^- /sine)" f ( 



je remarque que 



r' _ „ ,^_ zdu _ -L r' n {\ — u'-v zdu dv 
le développement 



donne maintenant les k premiers termes du déveluppeiiient (A) 
avec le terme complémentaire, 



Rt=^P. E(.{c. 



sinB)"| r' f' ^'-"'- )"'!" "^si ; ^J" '^" "'-" 



et Ri est donc inférieur yu module de l'intégrale du seeond 
membre. Or, 



a un module supérieur à 

De là on conclut : 

En prenant les k premiers termes de la série \ de ma pre- 
mière lettre, l'erreur commise est inférieure au double du 
terme suivant, dans lequel on aurait remplacé par l'unité le 
cosinti.f qui y figure au numérateur, el cela a lieu que la série 
soit convergente ou non. 

Ainsi, par exemple. 
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croit indéfiniment et qu'en même temps 9 tend vers zéro, mais de 
manière que le produit n% croît au delà de toute limite, on a 

liinX„{cosfl) = o. 

C'est la proposition de M. Bruns qui fait Toljjet principal de 
son Mémoire, et de l'article de M, Heine qui suit dans le Journal 
de Borckardt. Cette proposition est nécessaire dans la démon- 
stration de M. Heine pour les séries de deux angles. La démon- 
stration de Dlrichlet n'est pas tout à fait à l'abri de toute objection, 
si l'on ne veut pas introduire l'existence des dérivées des fonctions 
à développer. Voilà donc obtenu un résultat net et satisfaisant. Je 
me propose de développer ces recherches prochainement dans les 
Annales de notre faculté. Il j a lieu, je crois, de modifier un peu 
la déduction de cette formule fondamentale 



R..'..e^'(.-«^) 



7rX„(cos6) = 4P.R-«"'^ / (!-«')■ 



Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué. 

P. S. — Je crois actuellement qu'il sera préférable de présenter 
à l' Académie la note ci-jointe ('), au lieu de l'extrait de ma première 
lettre. J'ose espérer cette présentation de votre bienveillance. 

355. — HERMITE A STIELTJES. 



Mon chf.b Ami, 

J'ai quelque peine à comprendre la démonstration que vous 
venez de m'écrîre de votre beau résultat; mais n'allez point croire 
que je vous adresse un reproche quelconque, je n'accuse que moi- 
tnéme. Ce qui m'échappe, c'est la raison qui vous fait considérer 
l'équation cos9 + ( sin9 cos«:= o; vous avez été pour moi un peu 
trop court, et je ne puis me rendre compte, à cause de quelque 

(•) \ote des éditeurs. ~ Voir la lettre (240). 
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intermfidiaire i|iio votis iuirez omis, pourquoi, à l'érjualion {\), 

voiis substituez (!'). 

-X„(cos(l) = 2P.R. Z' ''(co^O-^isiiificos«)''rf«. 

Je trouve très hardi et très lieureui d'inlrodiiire, à la place de la 
formule classiifue, la même intégrale prise avec la liiiiile supérieure 
imaginaire, «„ = - -t- ( loglang- ^, mais je n'en réclame que pins 
vivement, de vuir avec la plus complète clarté, par quel chemin 
vous obtenez un résultat aussi singulier. 

Enfin, et pour achever de déverser toute mon amertume, je vous 
avoue que la comparaison des équations (11) et (If), c'est-à-dire 
iles intégrales 

iP.H.(eo.O^.-.i„»). /'^''l'i-fl)" _!'L_ 
,iP,R,(c.»l + ,-.i».,. jf" (,-4)"-^, 

me met dans la plus ^ranile auxiélé. Line limite 1/ -, remplacéi* 
par s, n'amènerait donc aucun changement! 

En attendant que vous projetiez un rayon de lumière pour dis- 
siper les ténèbres de mon esprit, je vais préparer ma leçon sur le-; 
intégrales eulériennes. 

Je présente comme il suit te passage de la première forme du 
terme complémentaire de la série de Stiriing, 

à Is seconde. J'écris d'abord 

J = > J„, en faisant J„ = / ■ -, 
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Il en résulte L)«e, si l'on pose 

s-2:^ ,„.,.,,...,. 

mais il est clair que S ^= — l'ig(i — e-"''), dune, ftc. 

Je désirerais beaucoup trouver une niélhoile qui cotiduimit 
ttireclenient ù la seconde forme, sans passer d'abord par la pre- 
mière, mais je renonce à la découvrir. Je vous dirais que je trouve 
étonnant el merveilleux que a figurant en exponentielle paraisse 
après sous forme nilionnelle. Comineat Cauch.j' qui avait à sa 
disposition les deux expressions a-t-il employé la première qui l'a 
conduit à tant de longueur ! 

Toujours, mon clier ami. \otre bien aHeclueusenient dévoué. 
256. - HKftM/TE A STIELTJES. 



Je m'empresse de vous accuser réi'eption de \olre nouvelle Note 
que je |irésenterai lundi à l'Académie, au lieit de la précédente. 11 
m'a fallu l'aire elfort à cause de la brièveté de voire démonstration 
pour saisir le point de vue nouveau elsi imprévu auquel vous vous 
être placé; combien ne vous en a-t-il pas fallu da\anlage pour le 
découvriri Vu risque d'une indisciétion envers M. Beltrami, je ne 
puis m'empèclier de vous communiquer ce passage d'une lettre 
qu'il m'avait adressée le 3o avril dernier, 

(( M. Mehler a fait la remarque très juste que ses formules per- 
» mettent d'abréger consi déraillement la célèbre démonstration de 
» Dirichlet. Cette démonstration ainsi abrégée est celle dont je me 
B suis loujours servi dans mes cours, jusqu'au moment où j'ai fait 
» les réflexions qui terminent ma Note (des Comptes rendus). Le 
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i> point noir qui subsistait toujours dwns ladite démonstration 
» abrégée est le même qu'auparavant, savoir : on a une fonction 
» (définie par une intégrale où la variable figure comme para- 
» mètre) dont on peut démontrer la continuité, mais non pas ta 
» dérivabililé; cette dérivée cependant existe (et est calculable) 
B pour variable =o, et c'est cette seule valeur de la dérivée qui reste 
» dans le résultat, tandis que l'existence générale est admise pour 
» la démonstration, sans qu'on sache bien si cette admission est 
» absolument nécessaire. Ce point noir a été heureusement éliminé 
» par l'usage de l'autre formule sommatoire, inauguré, à ce qu'il 
» parait, par M, Dinî; et les dernières phrases de ma Note se 
» rapportent précisément à la manière qui me parait la plus 
» simple d'utiliser cette dernière formule, en invoquant encore la 
n seconde expression de M. Mehler. » 

Permettez-moi maintenant de vous soumettre l'idée d'une expo- 
sition de la démonstration de Dirichlet, fondée sur vos belles for- 
mules (dans les Annales de Toulouse) qui me vient à l'esprit, en 
voyant l'importance que M, Beltraini attache à la question. Il est 
clair que le dernier mot vous appartiendra et que votre méthode 
deviendra classique. On ne peut rien imaginer de plus complet et 
en même temps de plus facile que l'introduction du développement 

de , ■ . „ limité à un nombre fini de termes, et aux compli- 

ments que je vous ai adressés, j'en ajoute un nouveau, que vous 
méritez bien, d'avoir remplacé le radical — -; — par- l'inté- 



grale - / 



dv 



Je suis bien curieux de savoir ce que dira M. Beltraiol de votre 
Note, et ce me sera un plaisir de vous en faire part. 

En attendant, croyez toujours, mon clier aiui, à jnon aU'eclion la 
plus dévouée. 

P. S. — Vous vous souvenez que vous ave« mis la série de Gu- 
dermann J(«), sous forme d'intégrale définie d'une série S : 



-/^" 
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Ce matin, j'ai donné à ma leçon la fonitiile 



257. _ STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 1. juin .8i,o- 

Cher M,msiEii«, 
Kn désignant par R„ la partie entiers de 

{■il sorte que -^ est la n"'"'^ réduite de la fraction conllniic, on a 

la première expression est due à M. ChristofFel, et la secomle, je 
crois, à vous. Mais je ne retrouve pas le lieu où il me semble que 
vous devez l'avoir donnée et elle ne se trouve pas dans l'Ouvrage de 
Heine. Si cela ne vous cause pas de la peine je vous serais bien 
obligé de m'indiquer l'endroit où vous avez donné cette formule. 
J'obtiens encore une auti'e expression de R„. Soit pour abréger 
U =^ — — — I alors ou sait que 



X„ =^ I -^ - 



-.^i)(« 
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L'expression de R„ est alors 

^-- W-- 

C'est ce Cjii'on obtient à l'aide de l'équation diHerenlielle 

en introduisant u au lieu de x, et en vertu du dévelofjpcincnl 
connu de X„ donné plus haut. J'ai été amené à cette expression 
ainsi. Vous savez que 

li„X.(co,i)_JH), 

.1(81 ctaiu la fonction de Bessel et de Kourier. 

Cela étanL, j"ai voulu obtenir, en parlant île rinlégrale 

une i.econde intégrale de l'équation dillerentlelle à liiquelle satisfait 
J(9) en posant x = cosf ~] et faisant croître indéfini jneul n.. . . 
C'est ce qu'on peut faire sans difficulté à l'aide de la nouvelle 
expression de R„. 

Voici une démonstration de la formule de Rodrigues 

qui me semble très simple, mais je n'osei'ais pas afiirnier qu'elle 



luvelle. 
intde 



wrhr^r:^-^ 
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(I) 



-Ht^- 



l'intégrale élaiil prise sur un oerclfi do rayon R irès grand, € 
loppant les points critiques 



e la dJHeiTiitielle je |>o 



de l'intégrale. 
Pour rendre r; 


itionnell, 


il vient 
(a) 


- i ^3 -1- I 



-^/.^^i^' 



Quant au chemin d'intégration, puisque mod : est très grand, 
vous voyez qu'on a à peu près 



en sorte que u décrit un cercle de rayon aR autour de —.t. 
Puisqu'il n'y a qu'un pôle, la formule (2) donne immédiatement 
l'expression de Rodrigues. 

Pour faire disparaître le radical, on aurait pu poser aussi 



■elalion entre « el v est simplement 



Votre bien dévoué. 

p_ S. — Veuillez liien, je sous prie, remercier vivement de ma 
part M. Picard pour l'envoi de son beau Mémoire sur les équations 
aux dérivées partielles. J'ai vu avec un grand intérêt sa démon- 
stration si simple de l'existence d'une intégrale de l'équation 
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démonstraLÎon qu'on pourra peut-être inlroduiro dans l'enseigne- 

358. — HERMITE A STIELTJES. 

Paiis, i3 juii] iSijn, 
Mou CHJJ» Ami, 

Je n'ai rien publié sur les polynômes de Legendre qu'une courte 
Note dans les Rendiconti du Cercle mailiéuiatique de Palerme; je 
vous en envoie un exemplaire pour le cas oii je ne l'aurais point 
déjà fait. C'est dans une leçon à la Sorlionne que j'ai donné la for- 
mule R„ ^2 —*"' ■ ; — "— ; je la retrouve dans mes notes d'il y a déjà 
plusieurs années; voici comment j'y parviens. 

Je pars de la relation suivante, que donne la théorie élémentaire 
de l'intégration des radicaux carrés du second degré, où je fais 

R(3^) z= I — 3J73 -I- ;2^ 
J = 

la constante H se détermine en développant les deux membres 
suivant les puissances descendantes de «; on trouve ainsi dans le 
second membre pour seul terme non algébrique Hlogs, et ce même 
terme est donné dans le premier membre, au moyen de la formule , 

1 _ X„ X, x„ 



où X„ e.st le polynôme de Legendro. On a donc H = X„. e 
remarque que J s'exprime algébriquement, quand a^est une 
de X„ ^^ o . 

Soit ensuite 'i^= x — ^Jx- — i une racine de R(; =■ 
conduit M la relation 

J, l'Ile) .', /RU) 
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Mais le polynôme (j(z) est évidemment la partie entière ( 
développement suivant les puissances descendantes de z de l'e 
pression 

gl s'obtiendra en multipliant entre elles les deux séries 



j i/fuV) ~ « " -^----^ „_j^ -^■■■' 

la quantité G(o't est le lerine indépendant de z dans ce produil, 
c'est-à-dire 7^ " '' K -, sous la condition n^= i-\-j -{-\. 11 ne resie 
donc qu'à montrer que l'inlégrale / "" est de la forme 



log— — — ■ C'est évident, earnna, en développant 
sances croissantes de s, 



puis, en développant suivaut les pulssanees décroissantes de 
ce <]ui donne liicn 



j-_l_r Y "^'^^ 



Et maintenant, mon cher ami, ne consentirez-vous pas à con- 
venir, à reconnaître que nous ne sommes point sans quelque 
ressemblance intellectuelle, et que nous avons suivi la même 
inspiration, vous en parvenant à la formule de Rodrigues, et moi 
à ce qui précède, en prenant tous deux le même point de départ 

1 X„ X, 
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J'ai communiqué votre expression asyiiipto tique de X„ à M. Bel- 
tranii, qui la trouve extrêmement intéressante; il croît aussi qu'ii 
j aurait lieu de rechercher un résultat analogue pour X„^j — 'ii„_^, 

c'est-à-dire n[n + i) j \,,dx ou encore {^^ — ^)^'„^ parce que 

celte expression tend \ers zéro, dans tout l'intervalle de — i à -t- i . 
pour n inliui, 

La relation qu'a découverte M. Beltrami 

a lieu également pour l'intégrale de seconde espèce, et l'a conduit 
à ce résultat que y = X„^_, — X,i_i satisfait à l'éqftation 



^. -^-r ^ 



n(«-i)r- 



J'ai trouvé ensuite que l'on a 

Crovex-moi toujours, mon i-liei' umi, votre bien ail'ectu* 
dévoué. 

359. — IIERMITE A STIRLTJES. 
Mon cHi-B Ami, 



Permettez-moi de vous demander si, comme je le présume, vous 
avez déjà vu et corrigé les épreuves d'Halphen (Chapitie II, p. 1 13 
à 128) que vient de m'envojer M. Gauthier-Villars, épreuves où 
ne sont mentionnées aucunes corrections et où, au moins au premier 
coup d'œil, je n'ai rien vu à changer. Je ne puis vous dire combien 
je trouve difficile la lecture d'Halphen, le sujet ne m'est cependant 
pas étranger; il y a plus de 4o ans, j'avais l'ait l'étude, et je crois 
plus simplement que lui, de la fonction des racines représentée 
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par a;„^|,4-a^,37î-t-iPï^( pour l'éqiialion modulaire du 6' degré. 
J'ai renoncé à cette combinaison, je l'ai abandonnée pour prendre 
(x^ — Xa)(Xi — x^)(x3 — ^4) et, si je ne me trompe, le module 
ancien, les formes analytiques de Jacobi, se prêtaient mieux que 
celles qu'a introduites Halphen à la question qu'il traite. 

Je viens de m'occuper des racines de l'intégrale de seconde 
espèce Q"{^), de l'équation des fonctions spliériques, sur l'invi- 
tation de M. Bellrami. Voici ce que je trouve. 

Partagez le plan par des parallèles à l'axe des x, menées au- 
dessus et au-dessous de cet ase, aux distances ft, aii, 3t^, .... 11 
se trouve loiijours n racines comprises entre les parallèles menées 



~Q 3c 



aux distances a^Tv cl (2^ + 1)1^; il ne s'en trouve aucune dans 
l'intervalle suivant compris entre les parallèles aux dislances 
(2^ + 1)11 et {ik -\- 2)it pour ^^±1, ±3, .... Enfin, dans 
l'espace limité par les parallèles aux distances +tt et — it qui 
comprend dans son intérieur l'axe des abscisses, on a 2/1+1 
racines dont l'une est à l'origine x =:^o. 

J'airaisonné, nonsurQ''(j?)^ -logl— — — jP"(j7)+R"(x), mais 
sur la transformée uniforme qu'on obtient en posant = e°. 

On me demande à cor et à cri un article pour la Société des 
Sciences de Prague. 

Bref je me tire de la difficulté a\ec un article dont je viens de 
vous dire la substance. 

Je pense pouvoir demander mitl Annales de Toulouse ds\ouloiv 
bien le reproduire. Je vais le rédiger avant l'affligeante besogne 
du baccalauréat, qui est écrasante à Paris; si vous ne me prenez 
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point en compassion quand j'essaye de comprendre quelque chose 
aux épures de Géométrie descriptive, c'est que vous avez le cœur 
d'un tigre. 

Votre bien alfectueusement dcvoué. 



STIELTJES A IIEBMITE. 



J'ai reçu, mais seulement dimanche dernier, les pages 1 1 3 à i 28 
à corriger du Tome lit d'Halphen et vendredi dernier les pages 81 
à 1 12. Mais vendredi et samedi je suis complèlemenl pris par mes 
leçons et des interrogations au lycée, c'est ce qui fait que les 
pages 81 à 1 12 portant mes corrections (assez nombreuses) partent 
seulement maintenant, en même temps que cette lettre. Mais la 
dernière feuille dont vous me parlez je ne l'ai |>as encore corrigée, 
elle partira ce soir seulement. 

C'est en effet, comme vous le dites, une tâche exlrêmeinenr 
laborieuse que de suivre Halphen à travers tous ses calciiU. 

Nous accueillerons avec la plus grande joie l'article que vous 
destinez à nos Annales. 

Seulement une remarque, il me paraît que l'équation 

n'admet la racine j? = o seulement dans fe cas n pair, l^"[x) ren- 
fenuanl dans «e cas seulement les puissances impaires de x. 

Dans ce que j'ai rédigé sur la puissance asymptotique de P"{x) 
je considère, au lieu de (^"{t), une seconde intégrale S"(^) qui 
est r.ielle dans l'intervalle (— 1, + 1) 

S"(^) = ;^l„j;(i±j)p'(:r,-HlV'(.r). 

Elle admet « + [ racines réelles dans c.cA inter\ijlle et entre 
àeuTi. racines de S" se trouve une racine de P", conformément à 
un théorème général de Sturm sur les solutions d'une équation 
différentielle du second ordre. Le développenienl asymptotique df 
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S''(cosô) esl parfaitemenl analogue à celui de P"(cos9), 011 n'a 
qu'à remplacer les cos (''H — )9 — 7''' P^*" '^^^ sinus. 

Je dois vous remercier encore pour l'information qne vous m'avez 
bien voulu donner concernant la formule 

■R„= -P„-,Po-i- -r„_îPi + ...-i-i PoP,,-,; 

mais voici ce qui m'est arrivé. En consultant le Tome ë5 du 
Journal de Borckardt pour avoir le lieu exact oii M, Cliristofl'el 

donne le développement de Rn suivant les P«_i, P»_j, . . ., j'ai 
reconnu que M. Chrisloffel lui-même a déjà donné, sous une 
forme plus générale, la formule que je viens de rappeler. Ea effet, 
il a 

R„p.~p.R.^./"^"'P;^';- -■ 

(p. 72) sous la condition v <; /;. 

Pour v^o, Pv=i, Rv=o, ... on retrouve la formule déjà 
écrite, abstraction faite du facteur a, qui tient à ce que sonR,, esl 
le double du vôtre. 

La fonction que considère M, Bcllrami est le coefficient de a" 
dans le développement de 

cl rentre ainsi dans les polynômes étudiés par M. Heine et qui 
naissent d'une puissance quelconque de i — 1 x il -\- ix' . Il n'y a 
pas de difficulté à étendre à ces polynômes l'expression asymplo- 
lique que j'ai obtenue pour X"{cosQ). 

J'ai réflécKi sur celte question du développement des fonctions 
arbitraires par la série de Laplacc, mais je me suis occupé plus 
parliculièremenL du développement d'une fonction d'une seule 
variable 

Onpeut, en effet, simplifier les démonstrations données jusqu'à 
présent (par Dini, Heine, etc.), mais je ne suis pas encore conleni 
de ce que j'ai fail. PendanI bien des années j'ai cherclié à justifier 
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lo développement 



les Q" élant les dénominateurs des fractions conliaues poui 



l- 



[?(")> o], 



mais sans succès. Mon raisonnement pour les X„ s'applique jusqu'à 
un certain point aux Q" en général et je crois aussi avoir fait un 
premier pas dans l'étude du cas général. Mais je crois qu'il faudra 
encore beaucoup de recherches pour mener à bonne fin cette étude 
du cas général, il j a là du nouveau à trouver. 

Je vous plains en effet, cher Monsieur, de tout mon cœur d'avoir 
à vous occuper de cette besogne si ingrate du baccalauréat, va-l-on 
nous en débarrasser? 1) paraît que M. Bourgeois médite de grandes 
réformes, j'espère qu'il aura le temps de les mener à bien. 

Votre bien dévoué. 



861. — STIELTJES A il ERMITE. 

Torilousc, 34 juin 1890. 

Cher Monsieor, 

Vous devez recevoir avec cette lettre la feuille qui porte mes 
corrections, d'ailleurs insignifiantes. Les deux feuilles antérieures, 
je les ai expédiées ce matin, directement à l'imprimerie de 
Gauthier-Villars. En ne me conformant pas ainsi à la règle 
acceptée, j'espère n'avoir rien méfait. Ce qui m'a déterminé c'est 
que par votre lettre j'ai vu que j'étais en retard et qu'il fallait se 
liûter si mon traiail pouvait être encore utile. 

Veuillez bien me croire toujours voti-e tics dévoue. 

P. S. — Dernièrement, M"* s'est occupe des deux périodes 
des fonctions elliptiques. 

En examinant les papiers d'Halphen, M. Jordan et moi nous 
nous sommes aperçus qu'il est essentiel aussi qu'une des périodes w, 
ci>' définie par exemple par une intégrale définie ne soit pas nulle, 
cas différent du cas où l'une des périodes serait oc. 
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Mou CHER Ami, 



is, .6jmn, 



Je ne connaissais pas, faute d'avoir lu assez attentivement, le 
Mémoire de M. Christoffel, sa belle formule R„Pv— P„Rv= ■ - ., 
je me réserve de l'éludieretje vous remercie beaucoup de me l'avoir 
apprise. Je ne vous suis pas moins reconnaissant de m'avoir rappeli'; 

le Mémoire de Sturm, auquel je ne pensais plus du tout; c'est par 
une autre voie et comme il suit que j'établis l'existence des «racines 
de l'équation 

S''(^) = l|ogi±-ï P'<(;r) + R"(;r) - o. 



Écrivant P(j;) et R(:c) pour simplifier, et désignant par a, Z*, c,.. 
s de P(^) = o, j'emploie la relation 



2u (i — a5,l.'2, 



on en conclut que 
R(«) 



(i-a-')i-'(^O 



R(b) = 



(i~6>)i"(è)' 



de sorte qu'en substituant dans S(j;) les racines consécutives a 
et l>, on a des résultats de sig'nes contraires, etc. 

Permettez-moi maintenant de vous conter ma façon de traiter 
cette équation pour obtenir dans le plan, la distribution des racines 

imaginaires. J'avais d'abord considéré celle-ci 



-.p(:*.) + R(:*.)=o 



mais j'essayerai d'employer, pour le second cas, la même méthode. 
Soit ' — - = e', d'où 



Je pose 



.).Rf 
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d'où l'étjualion sous forme holomorphe 

/( = )»!F(..) + G(.') = o 

[la racine ^ = o, que vous avez contestée dans le premier cas, 
se trouve amenée alors par le facteur (^e^ — ])" dans le second 
lerme]; ello répond à x infini. 

Soit AA'BB' un rectangle, dont les cotés représentés comme M 

BA, z — iH-^^-f, 

B'A', s = C2yt + a)r:-4-/, 



/ croissant de 



. Puis 



la variable croissant de z 



i 2Ti. Je me propose d'obtenir l'indice 



B' A ' 

B A 



de /(s) lorsfju'on décrit le contour lîAA'B'B; el je fais d'abord, 
pour le côté BA, /(3) = P + (Q, c'est-à-dire 



tF(e')-i^G(e'), 



^kiz¥(e'). 



Je remarque qu'en passant à B' A', il suffira de changer A' 011/,+ 1; 
j'aurai par conséquent le même indice pour A: ^ih 1, ±3, - - -; les 
côlés en question étant décrits en sens contraire l'un de l'autre, la 
somme des indices est nulle. 
Considérons AA', on a alors 

P -H .-Q = {7M^ + a + iO F(e-+'') ■^Gie''^''). 

Cela étant, je suppose que a soit très grand; si l'on suppose 

F(eM = Ae"' -)-..., 



dbyGOOgIC 



lETTBB 262. 71 

on aura sensiblemenlP + (Q=: Aae''"^""^ K a €"(00^/11 -[-iiint); 

l'indice relatif à AA' se réduil à celui de -^ ■ qui est 2 n, en fai- 

sant croître t de zéro à 27^. 

A l'égard de BB', il suffit de prendre le terme constant dans F (e'), 
P se réduisant alors à une constante, l'indice est nul. Par coasé- 
fjuent, l'indice relatif au contour du rectangle est 211, et le rec- 
Ungle contient à son intérieur n racines de l'équation proposée. 

Je considérerai ensuite un autre rectangle où BA et B' \' cor- 
respondront àA: = — I et^ = +iet qui contiendra à son intérieur 

Pour les côtés A.A.' et BB', le calcul de l'inilice est le raome que 



prceédemment, mais la variable C doit alors parcourir l'étendue dcj 
valeurs de — 'ïtî à an, de sorte que l'on obtient 4" aw 'icu de a». 
Pour BA et B' A', il j a cette différence que Q change de signe 
en passant du premier côté au second, de sorte qu'au lieu de se 
détruire, les indices s'ajoutent; il faut donc calculer l'indice relatif 
à BA, et le doubler. La valeur 3 = — zir: -h t donne 



Q. 



F(c') 



Cl'{e') + Gie') 
que je représente par 'f{t) ; j'emploie la relation de Caucliy 



remarquant que l'o 
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je vois qii'aui limites,/ = — «, /=-; + a, j'ai les signes + ei — , 
d'où je conclus e ^ + i . 
On a ensuite 

mais en revenant à la variable x = —^ ; la quantité , 

devient p - - et l'on doit faire croître x de — 30 à + x. 
Cela étant, l'espression 



P(^) Zà{i-a^)P'^(a}{a:-a) 



montre que les passages par l'infini se font toujours du négatif au 
positif; l'indice est donc — n et l'on a T',s(/) = /i + i. L'indice 
total pour le second rectangle est par suite ?.[n -\- ]) -^- 4"-, 

à 5n-\-i. 

Dans le cas de n impair on constate immédiatement rexistcnce 
d'une ou d'un nombre impair de racines sur l'axe des ordonnées, 
entrclesIimites(aA'H-i)u et(a/.- + 3)Tï. EIFectivemenl pour 3^= (î^ 
l'équation /(s) ^^ o prend celte forme 



ï A, 






Faites la substitution t, = (aA- + i)5t où k est un entier, on a pour 
résultat ia quantité (2^ + 1)71 A{— 1)*" ou (aA* -H i)t:A(— 1)* et 
en changeant A en A + 1 , un résultat de signe contraire. 

En essayant de serrer de plus près la question, j'ai reconnu que 
l'on peut tirer parti de l'expression R^ = ^ - *~' j_ - " -- ; elle prouve 
en effet que pour^ =:^ o, R„ est positif ou négatif suivant que n ^ 1 
ou « ^ — I mod4- 

En vous accusant réception des pages 1 13 à laS d'Halphen, en 
vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de mes meilleurs 
sentiments. 
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Cheu Ami, 

Je \ien3 de lire et de noter trente compositions, c'est ma der- 
nière série et, après l'examen oral de demain, je serai libre; il est 
temps; je ne sais, si je devais encore continuer, ce que je devien- 
drais. S'il y a, comme disent les zoolog'istes, une série décroissante 
dans l'échelle des êtres, je suis arrivé aux derniers échelons, aux 
degrés les plus infimes. 

Dans l'espérance que vous supportez mieux que moi le fardeau, 
je viens requérir de vos nouvelles dont je suis privé depuis un 
temps infini. Ma conscience me reproche de ne point vous avoir 
complimenté comme je l'aurais dû sur votre découverte de l'expres- 
sion asymptotique de Q"(:c); je suppose que vous donnerez dans 
les Annales de Toulouse vos résultats qui intéresseront vive- 
meut tous ceux qui aiment les fonctions sphériques. 

Je pense aussi vous envoyer bientôt les miens sur les racines de 
la fonction de seconde espèce; l'article que j'ai écrit sur ce sujet 
s"imprime en ce moment à Prague, pour paraître dans un mois, 
mais auparavant je pourrai, je l'espère, disposer d'une épreuve, et 
je vous l'enverrai aussitôt que possible. Vous seriez bien bon et 
bien aimable de la lire, afin que je profite des remarques que vous 
me feriez, en la réimprimant, et surtout pour que vous me sauviez 
des erreurs ou des inadvertances qui me seront échappées, ce qui 
m'arrive trop souvent. Je me permets, en attendant, de vous faire 
part d'une remarque elliptique qui m'est venue tout en paressant 
et rêvassant. Considérez l'expression 

UV"— n|U'V''"i-HnîU"V''-!-(-...-^-(— LJ'iU^'V, 

où U et V sont deux fonctions de x, U', U", , . ., V, V, . , ., leurs 
dérivées successives. Si l'on remplace U et V par «e'^U, be'^V, 
a et b, a cl P étant des constantes, elle se reproduit multipliée 
par abe^'^. Cela étant, je suppose U z=%{x), V = H(:k) et je la 
désigne alors par n(iï;); il en résulte que 0(37) satisfait aux con- 
ditions caractéristiques du produit &{x)\\{x) lorsqu'on change x 
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en X + 2 K lit en :r + 2 1 K', c'est-ù-dii'e que l'on a 
n{a7-f-aK) = — n(r), 
H(^+^iK-) = + 11(3-) «""Ë"'"^'"''. 
J'en conclus 

l\(j:) = Ae(a-) H (a-) -4- A'ei(,f) 11,(37), 

A et A' désignant des conslantes. Changeons maintenant x en — x, 
il est clair que, pour « pair, on aura II (^) = A6(3:)H(3;), puis, ri'i 
l'on suppose n impair, 

Voici donc une série de relations différentielles entre les trans- 
cendantes de Jacobi ou plutôt six séries différentes, en prenant, au 
lieu de Q(x) et H (x), deux autres quelconques de ces quatre trans- 
cendantes. On peut même, en admettant que n soit pair, sup- 
poser U ^= V; soit, par exemple, n ^= 3, l'expression 

UV"— aU'V' + U'V 
devient alors la quantité bien connue et déjà employée 

UU"— U'', 
ce qui donne 

e(^)e"(3:)-e''(^)-Ae'(^)-!- 011^3-). 

Peut-être que ces relations s'appliqueraient utilement aux fonc- 
tions A/(x) de M. Weierstrass, peuUêlre aussi aux 9 et aux A.I 
à plusieurs variables, mais je n'ai point le courage de poursuivre; 
je serai content et satisfait si j'obtiens quelques mots de vou;i 
m'apprenant que vous allez bien malgré les maudits examens. 

En vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de mes meilleurs 
sentiments. 

364. — STIEf.TJES A HERMITE. 

Toulouse, j6 juillet i8i,o. 

ChEU MOMSIEBB, 

C'est moi au contraire qui me reproche de ne pas encore avoir 
répondu à la lellre où vous m'exposez votre anal^'se concernant la 
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fontlioli Qh(^) ou ii„{x). Mais, avant de répondre, je voudrais 
d'abord me rendre compte de ce qu'on peut déduire de votre 
résultat concernant la distribution des racines de Qn{^) dans te 
plan des x. 

Quoiqu'il n'y ait là certainement qu'une transformation à faire, 
je ne l'ai pas pu faire encore, vous voyez par là que j'ai baissé 
beaucoup et certainement je suis à un niveau Lien inférieur au 
vôtre, car j'avoue que je n'ai pas le courage de répondre à vos 
remarques sur les fonctions 0, je dois vous demander de m'accor- 
derun répit. J'ai rédigé un petit Mémoire sur la valeur asympto- 
tique de P„, Q„ ou S„ pour nos Annales, j'aurais préféré de beau- 
coup le garder encore, pour profiter des remarques de M. Bcllrami, 
et ajouter ce qui a trait à la valeur asymplotique d'autres polynômes 
analogues à X„. Mais M. Baillaud me pressait beaucoup et, comme 
je voyais que cela pourrait bien me mener assez loin et prendre du 
temps, je l'ai donné tel quel. 

J'ai encore quatre journées d'examen oral, mais jeudi soir ce sera 
fini et je pourrai respirer librement. J'en profiterai pour achever le 
Halphen où il me reste peu à faire; ensuite j'aurai une autre affaire 
assez grosse et également pressée. M. Baillaud voudrait bien metlir 
au programme de l'agrégation l'année prochaine les éléments de la 
théorie des nombres, et, comme il n'existe pas de livre en français 
à ce sujet, il m'a demande de faire quelque chose que les candidats 
pourraient étudier. 

Je donnerai donc, dans nos Annales, un article nécessairement 
assez étendu et avec beaucoup de renseignements bibliographiques. 
Pour donner une utilité plus grande il faudra certainement aller 
plus loin que ce qu'on demandera aux candidats à l'agrégation, et 
je prévois que la plus grande difficulté sera surtout de savoir où 
s'arrêter pour avoir un ensemble arrondi. On se propose, du reste, 
de mettre l'année prochaine dans le programme la théorie des sub- 
stitutions, et ce qu'on demande cette année sera une étude prépa- 
ratoire pour cela. 

Je crois que l'on pourrait demander aux candidats, après les élé- 
ments, les propriétés générales des congruences, etc., la théorie 
des résidus des puissances, racines primitives, etc. et la théorie des 
résidus quadratiques. 

La notion de groupe peut s^'introduire aussi en parlant des rési- 
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dus des puissances ; il est \rai que l'on considère seulement le cas 
particulier où AB =: BA toujours, mais ce cas particulier est inté- 
ressant et se présente aussi dans la composition des formes qua- 
dratiques. Il y a un Mémoire posthume de Gauss sur ce sujet, qui 
a été repris depuis peu par d'autres. Je pense, d'après mon esti- 
mation de la force moyenne des candidats, que ce serait trop que 
de leur demander les formes quadratiques. Mais j'espère bien que 
vous ne me refuserez pas vos conseils dont je tAcherai de profiler 
le plus possible. 

Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué. 



265. ~- UERMITE A STIELTJES. 



MoM CHER Ami, 

J'arrive de Barèges d'oit j'ai été chassé par le mauvais temps; 
presque continuellement de la pluie, des orages, puis de la neige 
el du froid, aussi n'ai-je guère profité des eaux si ce n'est pour me 
reposer et rêver à loisir sur quelques questions. Encore une fois, 
je suis revenu sur cette généralisation de la théorie des fractions 
continues algébriques, théorie que vous n'aimez pas moins que 
moi, qui consiste à déterminer trois polynômes de degré n, 
A, A', A" tels qu'en représentant par S, S', S" des séries de la 
forme a + a'x + a"x*+ . . ,, on satisfasse à la relation 

S, étant encore une suite telle que a.i-\- a.\x + ■3l\x^+ . . .. 

J'ai voulu approfondir davantage la question des relations de 
récurrence, qui m'avait déjà occupé, si vous vous en souvenez. En 
changeant successivement « en « + i, n -|- 2, h -|-3, et posant les 
relations semblables à(i), à savoir 

(2) SB-^S'B' + S"B"= Sia->''+s, 

(3) SC-i-S'G'-t-S"C"= 832^'"+», 

(4) SD-t-S'D'+S'D'= Si^r'^'+ii, 

je me suis proposé la recherche des quantités a, p, y, qui donneni 
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hB7 + C--f. 



Si l'on résout ces trois équations par rapport à a, ?) y ^ 
d'abord en posant, afin d'abréger, 

(3y-3)= y y y" , 



_ (BCD) _ (CAD) ^ (ABD) 

" (ABC)' ^ (ABC)' '' (ABC)' 

Cela étant, j'ai remarqué que les relations (i) à (4) conduisent, 
comme vous allez voir, à des expressions des quatre délermluanl-* 
qui figurent aux numérateurs et au dénominateur. 

Je considère, en effet, les quatre systèmes de trois équations 
en S, S', S" que Ton obtient en faisant successivement abslractiou 
des équations (i), (2), (3) et {4). 

Du premier, par exemple, on tire, si l'on écrit, pour un monical, 
{xy) = xy — yjif, ces valeurs 

(BCD)S =(G'D')S2373"+s+(D'B')Sj^3''+'-t-{B'C'')S,a:3"+Ji, 
(BCJ>)S' = (C'D)Si;r"'+s +(D''B)Ssa-'«+> + {B'C)Si.x^"'+", 
(BGD)S°= (CD')Ss3-»''+s +(DB')S3a;"'+» -h (BC')Sia^3''+". 

On a ensuite, en se bornant à une seule égalité, celle qui donne S. 

(CAD)S = (G'D')S|a7"'+î-*-(D'A'')S33^5"+»-l-(A'C'')Si3!"'+", 
(ABD)S = (B'D°)'5i3^3;w-s+(D'A")Sia'3'^+5+(A'B")Sia^3B+ij, 
{ABC)S = (BX'')S,a"+2-j_(C'A')S,a^="+!-!-(A'B"')S,a73"+a, 

cL voici les conséquences immédiates de ces formules. 

Nous pouvons admettre que les séries S, S', S" ne contiennent 
pas à la fois le facteur x, il faut donc que les polynômes en- 
tiers (BCD), (CAD), (ABD) et (ABC) satisfassent à ces con- 
ditions 

(BCD) = aï:'«-->, (CAD) = 6j-ï''+î, 
(ABDj = ca:="+', (ABC) = dj:"'+^; 
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oii a, b, c, d sont également entiers. Or, ils sont des degrés 'i /i + 0, 
3« + 5, 3n-|-/j, S/i4-3, par conséquent a, b, c, d sont respec- 
tivement des degrés i, 3, a, i cl les relations de récurrence si' 
trouvent de la forme suivante : 

Drf = \.ax^ -hBè +Cc, 

D'rf=^ A"«3-ï-!- B"i-(-C"c. 

.le pense qu'il ne peut plus exister de doute, d'après ce résultai, 
cl qu'il faut absolument renoncer à l'analogie si tentante qu'elle 
(>uisse paraître avec la théorie des fractions continues j mais qu'il 
serait intéressant d'étudier ces relations de nouvelle forme ! On voil 
facdement que a et d marchent ensemble, et que l'on a 

rf = (BT;''-li°C')^'. 

en n'emplo;yant que les deux premiers termes du développemeni 
du second membre, suivant les puissances croissantes de la va- 
riable, etc. Je ne puis plus me rappeler bien exactement de quelle 
manière erronée et en me trompant grandement, j'avais dû arriver 
à une conclusion contraire ; si ce n'est pas abuser de votre bonté, 
cl que vous ayez conservé ce que je vous ai écrit là-dessus, je vous 
serai bien reconnaissant de me donner ou ma lettre ou une copie 
de mes calculs, afin que j'aie la satisfaction de retrouver ce qui a 
été la cause de mon aberration. 

J'avais espéré recevoir de Prague les épreuves de mon article 
sur les racines de la fonction (^"{x), on ne me les envoie point; 
j'ai quelque lieu de croire que le retard tîenl à ce motif qu'on a pré- 
féré le faire paraître dans les Mémoires de la Société des Sciences, 
au lieu de le publier comme je l'avais demandé dans le Bulletin 
mensuel; en tout cas je compte sur l'hospitalité des Annales de 
Toulouse. 



lin vous renouvelani, mon clier ami, mes sentiments de l'affec- 
ion la plus dévouée. 
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Toulouse, 1 septembre iSi)!.. 
Chek Monsieur, 

Mille remerciements pour votre Ijonne lettre; vous trouverez 
ci-joînl une copie des passages essentiels de vos lettres diL 27 
et 28 mars dernier. Au lieu de chercher, comme vous le faites 
maintenant, les relations récurrentes entre les 4, B, G, D, vous 
cherchiez alors directement une relation entre les séries S), Sai 
S,, S, (S, S', S", S'" dans l'ancienne notation). Indépendamment 
de vos propres objections contre votre calcul, ce procédé me semble 
défecliieus ou au moins incomplet, car rien ne prouve qu'en déter- 
minant^, /, A", A:" dans votre équation 

on obtient le même S'" qui figure diuis 

UA„+3-v-VB„H-3H-WC„+3 = 3;"'+'iS". 

Quoi qu'il en soit, et d'après votre recherche plus approfundîi' 
actuelle, la question semble bien tranchée maintenant. 

Je me suis fatigué beaucoup en voulant travailler furieusement 
au commencement du mois d'août, l'époque des grandes chaleurs 
ici. Pour me remettre un peu, j'ai accepté l'invitation de M, Bail- 
laud de l'accompagner dans son voyage d'inspection annuelle an 
Pic du Midi. Cette petite excursion de trois ou quatre jours m'a 
fait beaucoup de bien; c'est mercredi dernier 2^ août que nous 
sommes descendus du Pic, le matin, arrivant à Barèges vers g"" où 
j'ai pris la diligence poiu- Pierrefitte. Je ne me doutais pas que vous 
(iliez si près. 

M. Baillaud m'a dit que M. Molk fera un article dans le Bulleiiii 
de Darboux où il eï]>osera la démonstration de M. Weierslrass de 
la transcendance de -k et de e. Tout en admirant beaucoup cette 
démonstration, je regrette que ce qui a été votre point de départ, 
l'approximation de plusieurs quantités par des fractions de même 
dénominateur, s'y trouve presque effacé, et il me semble qu'il y 
aurait grand intérêt à mettre bien en vue ce point, car enfin, sans 
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cette idée mère, on ne serait jamais arrivé au but, je crois. La 
■éf^ation n'a pas voulu mordre à l'Arilliiné tique 



Commission de 

celte année, je ferai cependant mon article bibliographique, ce qui 
pourra toujours aider à le faire mettre sur le programme une autre 
année. Nous n'avons ici ni les Mémoires ni le Bulletin mensuel 
de Prague et, sans aucun doute, nous sommes dans le même cas 
que beaucoup d'autres. Cela me rappelle que j'ai toujours regretté 
que M. Poîncaré ait publié quelques-uns de ses premiers travaux 
dans une publication de Finlande {\ei Acta de Helsingfors?) où 
ils sont restés inaccessibles pour moi et pour bien d'autres sans 
doute. 



Veuillez bien accepter, cher Monsieui 
non dévouement bien sincère. 



■elle assurance de 



267. — FfERMITE A STIELTJES. 

Viir„ics(Mml,il,a.,), .S soplciiil>i-c i8<p. 
Mon cheu Ami, 

Je vous envoie pour les Annales de Toulouse une épreuve de 
mon article sur Q"{a^) que j'ai demandée à Prague et qui vient de 
s pri 



m arru 



. Permet tez-moi de vou; 



de V 



afin de profiter 
j remarques ; en attendant, j'en ferai une qui n'est pas à mon 




avantage et qui vous montrera quej a 



lulenienl eftleuré la c 



lion. J'ai cherché, comme vous vouliez, je crois, le faire, la dis 
bution sur le plan des x, des racines de Q"(^):=o, qui correspond 
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à la dislribulion sur le plan des s, de la transformée obteçue par 
ma subslitution 



Soit pour cela 2 ^ l'a + 1, en désignant par a une constante 
réelle, on aura, si l'on remplace x par x + iy, les deux relations 



■'■r-n ^ ^_(„+,^ 



En éliminant t, il vient donc 



(a. 
c'est-à-dire 



^' -H ^' -)- '^ C' 



Prenez sur l'axe des ordonnées un point M, lei que OM^ — cota, 
puis sur l'axe des abscisses OA^OA'^i, on obtient ainsi des 
circonférences dont le centre est en M et qui passent par les points A 

et A'. 

Le malheur veut qu'en faisant varier a de zéro à Tt, ces circon- 
férences couvrent le plan tout entier; on reproduit donc une infi- 
nité de fols tout le plan en considérant la série des intervalles 
compris entre deux multiples consécutifs de ic, et j'ai dû recon- 
naître avec beaucoup de tristesse que ma méthode était absolument 
insuffisante pour conduire à une distribution, sur le plan des x, 
des racines de l'équation considérée ; sic périt labor irrîtus anni. 

Je m'occupe de revoir mon cours lithographie pour une nouvelle 
édition, et j'ai voulu traiter avec un peu plus de soin de la trans- 
formation, en me mettant à ce point de vue de déterminer sn ( -r; > l\ 
par sn (:c, /), en se donnant les conditions 

M 'M ' 

a, b, C, d étant des entiers tels que ad — bc == /i,nù n est supposé 
Impair. 

Il m'a d'abord paru plus commode pour le calcul d'envisager 
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l'inverse — - — — r- dont les pôles sont donnés en popanl 

-(S-') 

g=,(.L-H.pr), 

OÙ a et p sont des entiers arbitraires. Il vient ensuite, en introdui- 
sant K. et K', 

puis, sous une forme simplifiée, 

OÙ \ et 5' remplaçant a et ^ sont des entiers arbitraires, p eX.q sont 
tels que/)y^:«et l'on peut supposer r<;ç. Cela posé, je remarque 
que, dans le cas de /? ^ i , on a 

tes pôles sont donc représentés par la formule 

et, pareillement, pour j = i , /? ^ n, on obtient, à cause de r = o, 

Ce sont les formes qui figurent dans les Fundamenta; elles se 
trouvent comme il suit dans tous les cas où p ei q n'ont pas de 
facteur commun. 

Soit, en effet, ^~( + ql', \' = at + {bp — r)l' , a el b étant 
des entiers déterminés parla condition 

'• -I- «î — ¥ = 1 

qui est possible, p et q étant supposés premiers. Le déterminant 
relatif aux deux équations en f et ï* est bp — r — aq, c'esl-à-dlre 
l'unité, de sorte que les nouvelles indéterminées sont des nombres 
entiers comme les premières 5 et ^'. Cela étant, on trouve 
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et, paF conséquent, 



sauf les multiples des périodes. 

Quel dommage, mon cher ami, que nous n'ayons pas pu nous 
voir et causer à Barèges! En attendant une autre occasion, je vous 
prie de me croire toujours votre bien affectueusement dévoué. 



268. — STJELTJES A HERMITE. 

Toulouse, ïi septembre 1890. 
Cheu Momsieur, 

J'ai lu avec attention l'épreuve que vous avez eu la bonté de 
m'envoyer, mais je n'ai point de remarques à faire. (Il y a peut- 
être, page 'j, ligue la en descendant, une légère incorrection de 
i : la droite 3 = i'n + ï au lieu de la droite z = it, mais 




cela n'a aucune importance.) Lorsque vous m'avez écrit la pre- 
mière fois sur cette question j'avais comme un pressentiment 
que, pour savoir quelque chose sur la distribution des racines de 
Q"(:r) = o dans le plan des x, il faudrait considérer sur le plan 
des s des portions plus petites que les bandes de 3^=^^/+' 
à 3 = (/" + i)Tti + ^, mais je n'y voyais pas bien clair et c'était 
dans les examens du baccalauréat. 
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Ayanl — — = e'', s = log( ^- ^ --) = — h ^ +.. ., si le con- 
sidère la partie du plan des x comprise entre deux cercles autour 
de l'origine comme centre avec les rayons R (très grand) et i + e 
(e positif très petit), il est clair que le premier cercle correspond 
dans le plan des s à un cercle de rayon très petit ^ autour de l'ori- 
gine et décrit en sens inverse. Quant au second cercle (' ), décrit en 
sens inverse (de manière à avoir toujours à gauche l'aire A comme 
le fait M. Neumann), je trouve qu'il correspond à la courbe e'/'g' 
comprise entre les parallèles 3 =^ -i -i- t, z:=^ ~i-i- t. 



-f' , 


.? 


g' 






.f 






.■^ 


3' 



A la limite, lorsque £ est infiniment petit, cette courbe e'f g' se 
confond avec l'ensemble de deux droites parallèles à l'axe des x 
de part et d'autre à la distance - ■ 

En effet, la partie imaginaire de 



est donnée par la différence des angles (x-\-iK.) — (x — iX) = x — ^ 




(ou mieux avec le signe |3 — a.), c'est-à-dire par l'angle y (avec le 



(') Voiila ngiire p. 83. 
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signe — ). Lorsque x est en A, z est réel très grand; mais, dès 
que a; se meut sur le eercle vers a:, la partie imaginaire de s croît 
rapidement vers - pour rester ensuite sensiblement constante et 
ne décroître brusquement vers o, que lorsque x s'approche de B 
où s est très grand négatif; à l'arc ÂCB correspond ainsi A'G'B'. 
Il résulte de cela qu'il faudrait a\oir les racines de votre fonc- 
tion /"(s) dans l'espace compris entre les deux droites z^: ~i -^ t, 
z^ — - j + (, en excluant l'origine par un petit contour. 



z 

B' 




[ 


c) 







Je vous envoie en même temps deux feuilles d'Halphen; j'ai 
été assez contrarié dans la correction, parce que le Volume de 
Liouville où se trouve le Mémoire sur la multiplication par yj — 28 
est en ce moment chez le relieur. Mais j'ai fait ce que j'ai pu. Je 
réfléchirai sur ce que vous m'écrivez sur la transformation ; je me 
suis embarqué dans une grosse affaire avec mon article sur la 
Théorie des nombres, et à cet égard permettez-moi quelques 
remarques d'un caractère très élémentaire et qui ont besoin de 
toute votre indulgence. 

Pour montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers, il faut 
faire voir que l'expression 

(I) 2«.3?.5ï.../»'- (a, p,Y, ...,X = o, 1,2, ...,«) 

ne peut pas représenter tous les nombres entiers. Or, cela résulte 
de ce que la somme 
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a une \a\eur Jlnie tandis qu'on sait que la 



u une valeur infinie. On ne peut se refuser d'admettre après celle 
remarque, qu'à la longue les nombres qui sont compris dans la 
forme (i) deviennent («yï/!(/*ie«( rares dans la suite i, 2, 3, ...,oo. 
En principe je vous accorde qu'il n'j a rien de nouveau dans ce 
genre de démonstration, mais je crois que c'est là la forme la plus 
simple qu'on peut donner à ce genre de démonstration. Et voici 
surtout un fait qui a penl-être son importance : A étant un nombre 
donné, il est facile de déterminer n par cette condition que 



Si je prends alors pour A le nombre -; — ■-■ — , — • on sera 

sur que tous les nombres i, a, . . ., h ne sont pas de la forme (r) 
et qu'il existe ainsi certainement un nombre premier plus grand 
que^ &l plus petit que n. On a donné ainsi une forme à peu près 
purement arithmétique à la démonstration en la complétant aussi 
par l'indication de celte limite précise n. Le raisonnement classique 
d'Euclide donne de même une limitation précise, il y a au moins 
un nombre premier entre/» et 2.3.5 p -\-ï (incl,). 

J'avoue que cela me donne l'espoir qu'un jour (que je ne verrai 
pas) on mettra la démonstration de Dirichlet sur l'infinité des 
nombres premiers dans la forme ak -{- b sous une forme arithmé- 
tique avec l'indication précise qu'on aura au moins un nombre 
premier pour lequel k est inférieur à un certain nombre. 

La méthode de démonstration d'Euclide n'est pas tout à fait 
stérile pour les nombres premiers compris dans certaines séries 
arithmétiques. Soient 

les nombres premiers de forme 4« — 1 (jui ne surpassent pas />, 
A le produit d'un nombre impair d'entre eux, B le produit des 
autres, alors A-|-,^B est de la forme 4" — ' ^t admet ainsi au 
moins un facteur premier de celle forme qui évidemment doit être 
plus grand que p. De même pour la forme 6rt — 1 . 
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les nombres premiers de forme 4/î + ' qui ne surpassent pas p, 
A le produit d'un nombre quelconque d'entre eus, B le produit 

des autres, alors les facteurs premiers de A.^ + 4 B^ sont tous de 
forme 4 f + i , et évidemment plus grands que /7. 
De même pour 6/i + i : 

7. i3, la, .1[, ..., p, 

les diviseurs premiers de A*+ laB^ sont tous de la forme 6n + i, 
el plus grands que p. 

Mais en voilà bien assez sur ces choses élémentaires. J'envoie 
cette lettre et les épreuves directement à Vannes en ayant soin 
de les recommander pour être sûr qu'elles ne s'égarent pas. 

Veuillez bien me croire, cher Monsieur, votre très dévoué. 



369- — STIELTJES A HËRMITE. 

Toulouse, aï septembre i8yn. 
MoNSIEon, 

A la suite de ma lettre d'hier, j'ai réfléchi encore sur la fonction 

ou la transformée en z. Si l'on voulait considérer cette fonc- 
tion seulement pour modx >■ i el chercher avec cette restriction 
les racines qu'elle peut avoir, il faudrait (qu'on emploie la transfor- 
mation en z ou non) toujours avoir une certaine connaissance de 
la succession des valeurs que prend Q(^) sur le cercle modx = i. 
En effet, le théorème de Cauchy, que vous avez appliqué, est 
identique, au fond, avec le suivant : Si une fonction f{x) sans 
pôles et uniforme admet k racines à l'intérieur d'un con- 
tour C, l'argument de f{x) croît de ^k-K si x décrit le con- 
tour C et réciproquement. Il faut donc avoir une certaine 
connaissance des valeurs que prend f{x) sur le contour et en 
savoir assez pour voir combien de fois le point qui représente 
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88 COHHESPONDANCE D HEKHITE ET DE STIBLTJES. 

f{x) tourne autour de l'origine. Or, le théorème de Cauchj 
peut-être considéré comme indiquant précisément le minimum de 
ce qu'on doit savoir sur la marche de f{x) pour en pouvoir con- 
clure le nombre k des révolutions autour de l'origine. Malheureu- 
sement je ne vois pas de formule qui puisse donner quelque 
indication sur la marche de Q_{x) sur le cercle modj; = i ; le seul 
moyen serait de supposer n très grand et d'appliquer alors la for- 
mule asymptotique de Q„(aT), mais j'ai vu qu'on serait conduit de 
cette façon à une discussion longue et fastidieuse et j'y ai renoncé 
d'autant plus que les résultats resteraient toujours un peu problé- 
matiques. Trouvant barré ce chemin, j'ai cherché un autre moyen 
et je crois avoir réussi à peu près de la manière suivante. 

La fonction Q{ic) est définie d'abord pour moAx > i par (i) ou 
bien par la série 

(2) Q(^)=Gr. 



. («+l)(«+2)„ 



2(214-3) ' ■■ J i.3.3...(2n+i)' 

niais elle peut être continuée aussi pour mod^-<i. Seulement, 
pour avoir une fonction uniforme, j'applique une coupure recti- 
ligne de — i à -|-i, le logarithme a alors un sens parfaitement 
défini et, comme je l'ai remarqué hier, le coefficient de i dans 

Jog est simplement égal à l'angle yj cet angle étant pris avec 

le signe — lorsque x est au-dessous de l'axe réel et avec le signe + 






-e 



lorsque x est au-dessous de l'axe réel. Il résulte de là que, lorsque x 
est réel compris entre ± i, on a 



le signe supérieur ayant lieu lorsqu'on considère x comme situé 
à une distance infiniment petite au-dessus de l'axe réel ; la fonc- 
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est réelle; on ne la considère que tant que x est sur la coupure. La 
fonction Q{^) ainsi définie est uniforme, continue, elle n'a point 
de pôles. En appliquant donc le théorème rappelé plus haut, on 
voit que le nomhre des racines de Q(a^) = o dans l'espace com- 
pris entre les contours C et C est égal à 

^[var, arg. de Q(a.) sur G + var. arg. de Q(^) sur C], 

les contours C et C étant parcourus dans le sens indique par les 




flèches. C'est cette formi _ ^ ppliquer en supposant que 

le contour C s'éloigne indéfiniment et que le contour C se resserre 
indéfiniment autour de la coupure. 

Le contour G ne donne aucune difficulté, car, puisqu'on a sur 
ce contour 

où mode reste aussi petit qu'on voudra, et que la variation de 
l'argument d'un produit est égale à la somme des variations des 
arg-umenls des facteurs, il vient 

W var.arg.Q{a-)=-aTi(n + 0. 



dbyGOOgIC 



CORHESPOKDANGE D HeRHITE KT DE 



évidemment. 

Reste à considérer le contour C pour lequel j'adopte à la limite 




#e^ 



le chemin abcb'cida entourant les points ± i par des petits cercles 
de rayons infiniment petits. 

Je dis d'abord que sur ces petits cercles la variation de l'argu- 
ment de Q(x) est infiniment petite et négligeable. En elTet, 
pourx^ f + ee'^, on a 

= ^X„ log(2 + E«'0, _ R(^) .+. lx„ log (1) - (^ X„o),\ 

IciX,, est voisin de i, R(:r) voisin d'une certaine valeur finie; on 
voit donc que la partie réelle de Q(a^) est constamment infiniment 
grande et positive à cause de ~ X,„ log {-)■ 

Le coefficient de i, au contraire, est très petit par rapport à la 
partie réelle, donc l'argument est constamment voisin de zéro. De 
même pour le cercle autour de — i; là, la partie réelle de x est 
très grande par rapport à la partie imaginaire et a le signe 
de (-,).+.. 

Reste à considérer le double chemin de a vers b et de b' vers «'. 
Mais je dis que 

Ï01-. arg. sur ab = var. arg. sur Va!. 

En effet, lorsque n est impair, Q {x) est pair et l'on retrouve sur 
le chemin b' a' les mêmes valeurs et dans Iç même ordre que sur ab. 
Sinestpair, Q(a:) est impair et la chose est encore évidente, car 
la variation de l'argument d'un point_)' est la même que la varia- 
tion de l'argument du point correspondant ~y, caria différence 
des arguments est constante ^; «. 
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Il suffira donc do considérer le chemin fr'/i' où l'o 



Q(:r)=S(;^;-*-^,-x„=^x„: 



KI^)-'-l-.^ 



il faut choisir, en effet, dans la formule (3) le signe inférieur, 
puisque le point est censé élre à une distance infiniment petite 
au-dessous de la coupure. 
On a donc 

P.I.Q(^) = ^(X„. 

Soient yr,^ Vi ^-J'a^ ■ ■ • >yii les racines réelles de S(^)=<>, 
^1 > ■^a > ■ ■ ■ > -î^ji les racines de X„ = o. 

Alors en b' infiniment voisin de +1, S(«)est positif très grand, 
tandis que la partie imaginaire de Q {x) est à peu près - (', L'argu- 
ment est donc infinimentpelit positif =^ e. Lorsque»; va vers_yoi la 



partie réelle et la partie imaginaire décroissent simultanément, 
en y^, S(a;) = o, X„(ic)]>o, donc là, l'argument est = -• 
Lorsque X va de y^ versy,, la partie réelle part de o, prend des 
valeurs négatives et revient à zéro, tandis que le coefficient de i 
s'annule une seule fois; l'argument croît donc de tt. 

Il est facile de continuer ce raisonnement; la figure montre d'une 




manière sommaire la courhe décrite par le point qui repré 
sente ^{x). 
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On reconnaît que l'argument de Q(.ï^) subit 

Enire b' tl y^ un accroissement = - 



L'accroissement total de l'argument est donc ^{n + i)u 
sur b'a', donc sur la courbe C cet accroissement est 
(5) -i-2Tt(n-i-r). 

Or, sur la courbe C nous avons trouvé 
(form. 4) _2,ï(„-^i). 

Donc la fonction Q(x) telle que nous l'avons définie n'a point 
de zéros, 

{Remarque. — Dans le calcul de la variation de l'argument 
sur C j'ai négligé certaines quantités très petites mais le ré- 
sultat 27v(n + i) doit être rîgoureusemenl exact, car on sait 
d'avance que la variation doit être un multiple exact de 2tî, à cause 
de l'uniformité de la fonction.] 

Il me semble que le raisonnement précédent est bien exact, 
mais je vous avoue que je ne vois pas clairement comment ce 
résultat peut s'accorder au vôtre (que je liens aussi pour hors de 



I 

doute). Comme je l'ai dit, l'estérieur du cercle niod^ = i corres- 
pond sur le plan des s avec la bande comprise entre ± -i'+ ( en 
exceptant l'origine par un petit cercle. Si l'on pénètre maintenant 
dans lecercle moà.x ~i sans franchir la coupure, le domaine s 
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déborde aussi sur les droites zt - i-i- t; maïs sans jamais atteindre 
les droites d: ïc( + i, car le coefficient de (' dans 

reste inférieur à n, La partie réelle de z qui est le logaritlimc du 
rapport PA ; PB peut avoir une valeur quelconque. 

Le domaine de x que j'ai considéré correspond donc sur le 
plan des z avec la bande comprise entre ±'Ki--\-t excepté 
l'origine. Or, dans cette bande, vous avez a« 4- i racines; il est 
vrai que vous avez multiplié par (e^ — i)"- Quoique j'aie bien 




rdé, je dois avouer à ma honte que je n'ai pas réussi à dé- 
liller cette affaire, j'y réfléchirai encore, mais peut-être vous 
6 plus heureux que moi à découvrir l'explication. 

Veuillez bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assurance 
de mon dévouement sincère. 



270. — STIELTJES A UERMITE. 

Toulouse, aa septembre iSgo. 
Cher Mohsiedr, 

Permettez-moi d'ajouter encore quelques mots à ma dernière 
•lettre, car je viens de reconnaître que nos résultats, loin d'être 
contradictoires, sont concordants et qu'il est facile de passer do 
votre résultat au mien et réciproquement. 

Q(:r) = iF(^}log|^-R(^) = c(^ +...), 

"'gj^ = ^' - = S5t' /(') = («=-)''q(5^)- 
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Je remarque d'abord c[ue 

Q(s)-[(£Tr"-(s=^rv...]. 

donc l'équation Qf-^^ — —1=^0 admet /i + 1 racines nulles et 
f{z) =: o admet donc 2h + i racines nulles. 

Or, vous démontrez que l'équation /"(:) =^ o admet exacte- 
ment 2/1 -t- I racines dans la bande comprise entre les droites 



(ïde-. 



1 + »). 



Doue dans cette bande y(3) ^i; o n'a pas d'autres racines 
que s ^: o. 

Oi', c'est là au fond mon résultat, car mon domaine A corres- 



pond esactement à votre bande, excepté un petit contour envelop- 
pant l'origine et qui se rétrécit indéfiniment lorsque le contour C 
s'éloigne à l'infini. 11 va sans dire que lorsque j'ai dit que Q(ar) = o 
n'a point de racine, j'ai considéré uniquement les valeurs finies; 
on peut considérer « = 00 comme une racine multiple d'ordre /i+i. 
Au fond, ma méthode ne doit pas différer beaucoup de la votre, 
mais je suis extrêmement heureux de reconnaître la concordance 
de nos résultats. 

Votre bien dévoué. 
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271. - HERMITE A STIELTJES. 

Vannes (Moibihaii), 25 sepleifibre 189". 
Mon cher \mi, 

L'application que vous \eueï de me communiquer du ihéorèmc 
de Cauchy qui donne le nombre des racines de/(3) = o dans un 
contour fermé au moyen de la variation de l'argument de /"(s), 
lorsque s décrit ce contour en entier dans le sens direct, est 
entièrement nouvelle et extrêmement intéressante. Votre analyse 
ouvre une voie, vos méthodes pourront être employées dans 
d'autres cas, et il me semble bien désirable que vous publiiez ce 
que vous m'avez écrit. 

Bien que sous des formes différentes nous ayons fait la même 
chose, le théorème de Cauchy est si important et, d'autre part, il 
a été si peu employé, qu'il ne serait pas inutile de le rappeler au 
souvenir et de le mettre en lumière. On se contente de l'admirer 
et on le néglig-e; probilas laudatur et atget; nos deux articles, 
si vous voulez répondre à mon désir et nous associer, pourmienl 
engager les amis des fonctions sphériques à joindre leurs efforts 
aux nôtres et il se trouverait peut-être que la question qui est 
entamée fût poussée plus avant. Jamais, je dois vous le dire, je 
n'aurais la hardiesse de m'engager dans la voie difficile dont vous 
avez surmonté les obstacles, mais je voudrais ne pas être seul à 
avoir apprécié votre habileté et je ne doute pas que, dans d'autres 
circonstances," on puisse imiter et employer vos procédés pour 
d'autres équations transcendantes, comme il s'en oITre tant dans la 
Physique mathématique. 

Permettez- moi maintenant une remarque au sujet de la subsli- 

sphériqucs, ou 



tu lion 


x = 


" e«— j ' 


, d 


lans la théorie des 


fonctions 


plutôt 


x^ 


- -^cotÇ, 


,e 


n posant s - 


= 2iti.L 


l'équation 
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x-^ 




da> 


"(1 + 1)7 


devien 
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abord 






= nn + 


l)j: 
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90 CORB es FOND ANGE D HBBHITE ET DE STIBLTJES. 

Faites ensuiley ^ ■ . ,^ ^ i et vous aurez ce résultat 

L'intégrale complète est devenue uniforme et holomorplie, 
l'équalion n'a donc que des points singuliers apparents donnés 
par l'équalion sinî^ = o. Les solutions peuvent s'exprimer sous 
cette forme 

jK=AoCosnÇ + A,cos(«-2)Ç4-A,cos(«-4)i;-i-..., 
puis 

v, = aAoCOsnl; + A,cos{H-2)Ç-+-...] + B,sin«ï + IÎ,siN{/»-.2)Ç+... 

et l'on a pour la première 

j' = A4cos«Ç-t-nîcos(«-î)Ç+...+ "2cos(«-'2_p)i;-h...|, 



/i), «3, ... étant — . — ^ ! ■■■■ Je n'ai point recherché Bo, 

B|, ..., mais la seconde solution appelle l'attention parce que, si 
l'on développe suivant les puissances de Ç, toutes les puissances 
avant i^2n+< disparaissent. Enfin je ne puis me rendre compte de 
quelle manière il se fait que l'on ait 



rsin>'';rfï 



Quittant l'Algèbre pour l'Arithmétique, je ne suis pas plus 
habile à voir pourquoi dans les quantités A4-4B et A'+4H^ 
se trouve un diviseur premier ^ — i ou ^imod4 plus grand 
que p; pourquoi plus grand? 

Mais je suis trop occupé avec la transformation, pour réfléchir 
suffisamment sur ce point. 

J'ai envoyé à M. Gauthier-Viilars les épreuves d'Halphen ; nous 
touchons, je pense, à la fin de ce travail qui vous a demandé tant 
de peine. 

En vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de toute mon 
affection. 
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272. - STIELTJES A IIERMITE. 

Toulouse, -i-j septembre 1890. 
Cher Moksieur, 

J'ai reconnu depuis quelques jours que votre Iravaïl sur Téqua- 
lion Q(a:)^:o donne \a solution complète cv ma méthode est au 
fond absolument identique à la vôtre el n'en dilifère que [lar la 
forme. 

Vons avez remarqué qu'en posant 



la variable x repasse une infinité de lois par les mêmes valeurs 
lorsque s prend toutes les valeurs possibles, mais cette circons- 
tance, loin d'être un obstacle, est tout à fait dans la nature des 
choses et tient à la non uniformité de la fonction 



ir"(:r)log(^j- 



en sorte que \oiis avez résolu la question non seulement pour 
l'équation Q(x) = o telle que je l'ai considérée tQ{ic) étant 
devenue uniforme à l'aide d'une coupure], mais en même temps 
pour toutes les branches de la fonction qui sont de la forme 

k étant un entier. Ce sont précisément les racines que vous trouvez 
dans les bandes entre kT^i-\- t et (A'-}- i)tï(-|- ( qui répondent » 
ces autres branches de la fonction. 

Je m'étais donc trompé complètement sur le véritable sens de 
vos résultats et j'en fais amende honorable. (N'ayant plus votre 
démonstration sous les jeux, seulement l'énoncé du résultat dans 
\os lettres, je ne suis pas bien sûr SI dans la bande entre zbTii+f, ..., 
vous avez compté la racine o avec le degré de multiplicité qui 
convient; cependant, dans vos lettres, je trouve l'énoncé du résultat 
exact, 3 H H- I racines dans cette bande, mais ces racines sont toutes 

NULLES.). 

Je vais énoncer maintenant ce qu'enseigne votre résultat sur la 
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(listribuiion des racines dans le plan des x. Je désigne d"al)ord 



par Q_{x) la valeur bien détermin<5c de mes jeUres |>rcecdenlcs. Si 
l'on traverse la coupure de bas en haut une seule fois, on obtient 
une seconde bande Q(^) + tiP(3;), car la fonction Q{:c) e!Ie- 
luèaie, telle que je l'ai définie, présente un saut brusque de 
S(ar)+ -ît(F(^) (bord inférieur de la coupure) à S{^)— -T.iP(.x) 
(bord supérieur de la coupure), tandis que les valeurs de la/onc- 
tion analytique i)^{x) yvésQulenl une suite' co«(iftM« de valeurs, 
lîn général, lorsque, partant d'une valeur x avec Q(a:), on franchît 
le fois la coupure de bas en liaul, l fois en sens contraire, on arrive 
;i une branche 

et, tant qu'on ne franchit pas de nouveau la coupure, on a une 
branche artificiellement uniforme comme Q(^)- L'équation 

Q(a:) + a-/)it»P(3-) = o 
a maintenant, tant que /.- — /n'est pas nul, loujoiti's n racines, et 




ces racines sont situées au-dessous de lase l'éel lorsque h — l est 
positif, au-dessus lorsque k — l est négatif. Ainsi, en parlant de 
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Q(,r) pour atteindre une racine de Q(a:) -i-T^iVi^x)-^ o^ on doit 
d'abord franchir la coupure de bas en haut pour arriver à la branche 
Q(^) +iti'P(37) el ensuite aboutir [sans franchir de nouveau la 
coupure, ce qui ramènerait à Q{>^)] à un quelconque des n points 
situés au-dessous de l'axe réel. 

Lorsque k — l ^ o, Q(.r)^o n'a point de racine, comme je 
l'ai dit déjà. Dans le cas k — l = i, n = i, 2, j'ai calculé effecti- 
vement ces racines. 

Tout cela se déduit immédiatement de vos résultats par une 
élude attentive de la substitution 

mais, comme ces considérations peuvent paraître un peu délicates, 
j'ai confirmé cela encore par ma méthode, mais qui est au fond 
identique à la vôtre; pour en indiquer la raison en deux mots, 
lorsque je considère la fonction Q(^) sur le bord de la coupure 
pour déterminer la variation de l'argument, cela revient absolu- 
ment, par l'effet du changement de la variable, à considérer, sur le 
plan des z, la fonction sur les droites 



et de même, si vous considéreu, sur le plan des *, la banHe entre 
les deux droites 

/c-Kt-hl el {i:-i-7.)-i+ ( (A- impain, 

cela revient encore à conijidérer sur le plan des x, non plus la 
fonction Q(ar), mais une autre branche Q(:») 4-mTtiP"(x) sur le 
bord de la coupure. On peut traiter de la même façon l'équation 

dans laquelle m est une constante réelle quelconque (non plus un 
entier). 

Je ferai très volontiers, pour nos Annalex (' ), 11 11 article où je 



( ' ) ?{ole des éditeurs. — Celte Note a p 
des Sciences de Toulouse (t. IV, p. J.i, i8( 
la fonction spkërique de seconde espèce. 
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(iéluirai d'abord, par l'étude de la substiuuion 

de vos résullats ce que j'ai exposé plus liaiU sur la dislribution des 
racines dans le plan des x, eL je pourrai ensuite exposer aussi 
ciHiiment on peut arriver an même résultai sans celle substituliou 
et à l'aide du théorème de Cauchy sur la variation de l'argument. 

Je vous demanderai alors seulement une épreuve de votre Mé- 
moire parce que j'en aurai à parler et à j renvoyer le lecteur. 

Deux mois seulement sur l'fVrithmélique. 



élanl des nombres premiers de la forme 4« — i , A le produit d'iiii 
nombre impair d'entre eux, B le produit des autres, 



esl évidemment aussi de forme 4" ^ i et admet, par conséquent, 
au moins un facteur premier de celte forme, parce qu'un produit 
[d'un nombre impair] de nombres de la forme 4" — i est tou- 
jours de la forme 4« — '■ Or, parmi les facteurs premiers de 
forme 4" — ideA-l-4Biie peut figurer aucun des nombres 3, 
-, ■■■,p, car 3 divisera, par exemple, A (ou B), maïs non B (ou A) 
et de même pour tous les aiitres. On peut prendre, par exemple, 
A = 3 et B== 7 X 1 1. . ./». 

Dans le cas de A* + 4B-, je dois invoquer ce résultat que, x 
ùl y étant premiers entre eux, tout diviseur de x'^-\-y' est de la 
forme \n-T- 1. Ici et dans le cas des nombres premiers de la forme 
fin H- 1 , le raisonnement est un peu moins élémentaire, puisqu'il 
faut s'appuyer sur certains résultats de la tliéorie des formes qua- 
dratiques. 

Je n'ai point encore étudié suflisamuient \otrc substiliuion 
JT = .-— - dans l'équation différentielle de X^, mais je vous prie 
de vouloir bien accepter avec bienveillance l'épreuve de mon article 
sur les Xn dans nos Annales où, vous le verrez, j'ai eu recours à 
une de vos méthodes. 

Veuille! bien me croire \olrc très dévoué. 
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273. — STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 37 seplembre i8yo. 
Cher Momsieub, 

Je ne peux m'em pécher d'ajouter quelques mots à ma lettre, car 
je vieus de faire une petiie remarque qui vous fera plaisir, je croi?. 
Elle consiste en ceci : la proposition que 

Q(^)=^P''(r)loe(j±-[)~R«(a-) 

n'admet pas de zéros peut se démontrer directement et sans aucun 
calcul. Bien entendu, log ( ' __ ) a une infinité de valeurs différant 
par des multiples de au/, mais je suppose qu'on prenne la détermi- 
nation dont la partie imaginaire est comprise entre :fc tîî. C'est 
ainsi qu'on obtient la branche déterminée que j'ai désignée, 
toujours par Q{a;); pour une autre détermination du logarithme 
votre théorème a lieu et il j a exactement n zéros. Voici mainte- 
nant ma démonstration, 

La branche déterminée que je considère peut être représentée 
par une intégrale définie 

L'Intégrale n'a pas de sens lorsque x est sur la coupure, mais, 
pour tout autre point, elle a un sens et représente 2 Q"(a^). Main- 
tenant, si l'on avait 

x n'étant pas sur la coupure, je dis qu'on aurait aussi 

En effet, 
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Or, dans le second membre, la première intégrale s'annule fa 
vertu des propriét«^s de V"(ii} et la seconde en vertu de l'hypo- 
ihèse (i). Maisjedis <jue l'équation (a) est impossible. Supposons, 
en effet, x= a-i- bi, on devrait avoir 



/ 



l_, c.-'.')"^'.. [(--"' -''!■'"■ 



Or, la partie imaginaire ici ne peut pas s'annulera moins qu'on 
ail 6:^0, mais x^a serait réel et, puisque X n'est pas sur la 
coupure, x — « ne changerait pas de signe et la relation (2) esl 
encore impossible. C'est bien, je crois, ce qu'il j a de plus simple. 

Veuillez bien toujours me croire votre très dévoué. 



- HEBMITE A STIELTJES. 

Vannes (Morbihan), 3o septembre 1890. 



Cheii Am 



Votre Mémoire sur les polynômes de Legendrc est extrémemenl 
beau, je ne puis assez vous dire combien j'ai eu de plaisir à le lire 
et je ne crois pas qu'il ait jamais été publié rien de plus important 
sur ce sujet. Je suis émerveillé surtout de l'expression 

qui donne en même temps S"(cos9); c'est un résultat capital, 
comme le montrent les conséquences que vous en tirez, parmi les- 
quelles la démonstration de la proposition de M, Bruns et la for- 
mule si simple qui donne avec tant d'approximation les racines de 
P"(^)^o, ne sont pas les moins dignes de remarque. Je dois, 
après-demain, partir de Vannes pour revenir à Paris vendredi soir, 
et le temps me fait défaut pour suivre les idées qui m'ont été 
suggérées en vous éludiaut; je m'empresse aussi de vous renvoyer 
l'épreuve que vous m'avez adressée en pensant qu'elle vous est 
peut-être nécessaire. L'idée de considérer dans la recherche des 
racines de Q{x) = oies déterminations multiples (5(^)4-^*71 P(.r) 
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ne m'ûLaiL jamais vemie, etle vous revient complètemenl; si elle se 
i-aUaclie à ma méthode c'est par un heureux hasard dont je n'ai 
point le mérite et il faut pour y parvenir «ne analyse si délicate 
que vous rendrez grand service en la publiant dans les Annales. 
Je regrette que vous n'ayez pas conservé l'épreuve de mon article, 
je vous l'avais envoyée croyant que vous vouliez la réimprimer 
dans ce recueil, mais, si c'est encore votre intention, j'en deman- 
derai une nouvelle à M. Lerch, el vous la recevrez aussitôt qu'elle 
me sera pai-venue. C'est de la formule 



Q"(^) 



=/v 



que j'ai tiré (a conclusion que l'équalion 

n'a aucune racine finie, et du développement suivantles puissances 
descendantes de la variable, qu'elle est satisfaite pour une valeur 
infinie, mais je n'ai point fait la remarque bien nécessaire sur 
l'ordre de multiplicité qui est n + i. Votre méthode, qui prend 
pour point de départ l'expression de M. Neumann 

est on ne peut plus jolie; ne pourriez-vous point lui donner place 
dans votre article? Je tiens particulièrement, je vous le redis, à 
l'application entièrement nouvelle que vous avez faite du tliéorènie 
de Cauchy sur la variation de l'argument, théorème capital qui n a 
encore été employé, si je ne me trompe, qu'à démontrer que toute 
équation algébrique de degré n a n racines, l/usage que je fais de 
la relation 

qui VOUS est inutile, constitue, ce me semble, entre les deux 
méthodes, une différence assez sensible pour qir'il soit bon de les 
donner l'une et l'autre. 

Eu vous renouvelant, mon cher ami, mes bien sincères, mes 
plus vives félicitations sur l'heureux succès de vos efforts et votre 
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bonheur analytique, ainsi que l'assurance de mes sentimenls d'afTeo- 
lion bien dévouée. 

P. S. — Avez-vous remarqué que la formule de Rodi'igues 

X,,^ -;^ — donne immédiatement, au mojen de la dérivée 

n'""' d'un produit, cette expression 

a"X„ = 2"/'(^ + ''"-"(^ - 0" (/> = ", T, a n). 

J'ai trouvé qu'on en lire facilement 

i"'f(a-cos(p-4-i!iin(p)''rff, 

■suliat déjà donné par M, Catalan. 



-U" 



275. — !^TIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 3 octobre 1890. 
Cher Monsieur, 

Je suis désolé d'apprendre qu'une méprise de ma part va vous 
causer peut-être quelques ennuis. Lorsque j'ai reçu l'épreuve de 
votre article dans les Mémoires de Bohème, je ne savais pas que 
je pouvais ta garder pour la faire réimprimer dans nos Annales; 
au contraire, j'ai cru que cette épreuve vous était nécessaire, pour 
la renvoyer à Prague avec les dernières corrections et le bon à tirer. 
Je vous l'ai donc renvoyée à Vannes, n'est-elle pas arrivée à desti- 
nation ? En tout cas, me voilà dans la nécessité de vous demander, 
soit cette épreuve, soit votre manuscrit, si on vous l'a renvoyé et 
que vous l'ayez gardé. Je le remettrai aussitôt à M. Baillaud qui 
doit rentrer aussi ces jours-ci; en attendant, je grift'onnerai aussi 
ce que vous me demandez. 

Pour ne pas laisser cette lettre sans le signe / , je remarque 
que 
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lionne, •if(x) éUnt un polynume du degré n au ()lus, 

car la différence des seconds membres 

De là, je conclus que si l'on a 
les a„, . . ., «4 étant des constantes, on a en même temps 

11 suffit de multiplier (2) par et d'intégrer entre les 

limites ± I. 

Voici une autre remarque : le polynôme 

où fl), «5, . . ., «an sont des constantes quelconques, mais dont la 
dernière a^„ n'est pas nulle, ne peut jamais être divisible par P"(.r). 
En effet, si c'était possible, on aurait 

■i(ar) étant un poljnome du degré « efl'eetivement et qu'on pourrait 
mettre sous la forme 

c étant une constante différente de zéro et Rn_i un polynôme dn 
degré n — i au plus. 

Or on aurait / Y li^ = o d'après la définition même de Y et, 
d'autre part, 

f Yd:p= C P«(2-)[cP''(3r)-t-R„_,]o'^ = c C V"{T)^dx, 

ce qui implique contradiction. 
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Si l'ou écrit que Y s'annule pour les racines x^^x, =. . .= j„ 
lie P"(j;)=zo, un obtient n équations linéaires homogènes entie 
les 9,n~\ constantes 



el, malgré l'abondance de ces conslantes, il est, d'après ce qui 
précède, iinpossibie de les satisfaire sans poser aa„~o. Algébri- 
quemenl on en conclut qu'un grand nombre de déterminants doiveni 
s'aimuler. 

Comme ces déterminants sont formés par des expressions en x,, 
J"2, ..., Xn, il semblerait au premier abord qu'on trouverait de 
celte façon certaines relations entre les racines de l'équation P„:=o, 
ce qui serait extrêmement intéressant; mais cela n'est pas, les 
racines se détruisent mutuellement et l'on n'a que de pures iden- 
tités, ce qui semblait bien probable, a priori, du reste, A cette 
occasion, je me suis demandé : n'esl-il pas extrêmement probable 
ipie deux équations 

P"'(.r) = o, P"(,r) = *. 

n'ont jamais une racine commune (excepté la racine o lorsque »ict 
n sont impairs)? Et peut-être cette proposition n'est-elle qu'un 
corollaire de ce fail(?) que l'équation P" (a;) = o ou, lorsque nesl 

impair, l'équation = o est irréductible. Mais je ne vois pas de 

moyen d'aborder cette dernière question et je me bornerai à penser 
d'abord de temps en temps à cette propriété probable des deux 
équations P'"i= o, P"^zo, 

Veuillez bien nie pardonner, cher Monsieur, l'ennui qui résulte 
pour vous de ma méprise et me croire toujours votre bien dévoué. 



- HERMITE A STIELTJES. 



MOM CHER .^Ml, 

J'essaie, après avoir été bien dérangé, de me remettre à l'ouvrage 
et je viens vous formuler un peu plus clairement mon algorithme 
pour l'approximation par des fractions de même dénominateur de 
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lieux fondions que je représente sous forme de séries ordonni.'e;i 
suivant les puissances croissantes de la \arial)le. Soient S et T ces 
deux séries, je me propose d'obtenir les polynômes A, A', Y des 
degrés an, un — i, an — i, B, B', B"des degrés an — i, an, an — i, 

<;1 C, C, C" des degrés -tn— i, an — i, an, de manière à aMiir 

AS — A' = 3;"'U, AT — A" = 37'" U', 

BS — B' = 3:"-V, BT — B" = ^3"V', 

es - C'-^ ^"'W, GT". G' = ^'"W. 

U, V, . . ., étant de même des séries entières en s. 

Mon but est d'y parvenir au moyen d'une relation de récurrence. 

en liant, comme je vais vous le dire, le système de ces neuf poly- 
nômes à neuf autres de même nature où l'on a changé n en n + 1 
et que je désigne par A,, A',, A°; B,, B',, B'; C,, C',, G",, iSoii~ 
uiirons par conséquent les conditions 

A, S — A', = 3:="+» Ui, A|T^ A", = ;c"'+3 U\, 

B,S — B', =3t"'+>Vi, B,T — B"i=^a;i«+3V'i, 

C, S — C, = 3->n+» W|, CiT — C] = ^s'i+a-w;. 

Cela poséj je dis qu'on a en premier lieu 
[ A, =ÀA -i-;-iB -vC, 
(«) ( a; = iA'-r [J-B'-i-vC, 

f a; = XA"-H;iB"-!-vC", 

7. étant du second degré, [a et v du premier degré en x. C'est ce 
qu'on tire des expressions de ces coefficients par les formules 



BC) _ (AA,G) _ (ABA,) 

BC)' ^~ 

On a en efTet 



(ABC) ' ^ ' (ABC) ' ' (AEG) ' 



I A A' A" I I A ^^''-h x'-'h' I 

(ABC)= B B' B' U= B 3:'"\ x"'\' ; 

j G G' G" I je ;i-'"W a'"'W' j 

le déterminant étant du degré ô/i, on en conclut (ABC) = gx^'' 
g étant une constante. Nous obtenons pareillement 

I A, A'i A", ] 1 Al 3:"'+5Ui x3"+3U\ I 

(AiBC)= B B' B" 1= B a7S"V x^i-Y ; 

G G' G' i I C 373" VV ^>"W' I 
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mais le déterminant est du degré 6n + a, il contient encore ^r"" 
comme facteur, X est donc bien du second degré en x. Considérons 
encore (AA|C), c'est-à-dire 



Vous voyez que le déterminant est du degré fi« -f- i et qu'il est 
encore divisible par x""; par conséquent, [i est du premier degré 
n de même v. 



Ce point établi, je dis qu'en posant en 


second lie 


B, = X'A - fi'B -^^ 


''C, 


R'l = ).'A'-- r^'B' -■. 


'■C, 


b; = X'A"h-,u'B'm-v 


■'C", 


X', |J.', •/ seront des degrés i, 2, i; on 


le verrait, 


riieure, et vous reconnaîtrez que si l'on 


fait 


G, = rA -h^t"'B -H^ 


/G, 


C, = rA' + ^"B' + -, 


."G', 


GÎ = rA''+(i'B"+', 


'"G", 



/- , |/ , V seront des degrés I, 1 , 2. J'ajoute, en considérant >, ;^, v, 
que ces quantités se déterminent comme conséquence des rela- 
tions (a) par la condition qu'on ait 

Les premiers membres doivent donc manquer du terme constant, 
des termes en x et en x^, d'oi't six conditions auxquelles il est en 
^ffet possible de satisfaire, puisque X, pi, v donnent sept coeffî- 
irbitrnires sous forme homogène. Et de même avec 

À'U -hjji'V +v'W =:c=V,, 
?>'U'+ |i'V'-i-v'\V'^ 3^>V',, 

Dans l'espérance d'avoir bientôt de vos nouvelles, crojez-moi 
toujours votre bien affectueusement dévoué. 



cient 
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ChEK MofiSIEtIR, 

Je ne peux pas attendre plus longtemps pour vous donner Je 
mes nouvelles, mais pour dire quelque chose de réfléelii sur voire 
algorithme je dois vous prier de m'accorder encore une huitaine 
de jours. Le fait est qu'en ce moment je suis à corriger des copies 
du baccalauréat et trois ou quatre jours me seront pris encore pai' 
la fatigante besogne des examens oraux de la licence et du bacca- 
lauréat, el je reprends mon cours. 

Heureusement je peux vous donner les meilleures nouvelles de 
ma famille, la petite Madeleine se porte très bien et amuse beau- 
coup les autres enfants. Je suis aussi bien disposé pour le travail. 
Dans mon article sur la théorie des nombres dont j'ai donné quelques 
Chapitres à M. lîaillaud, j'ai résumé quelques-uns de vos anciens 



/, 



déterminer les déterminants 



n nombres entiers, ete. j. Ce qui, je crois, sera le plus utile dan,- 



ces premiers Chapitres de mon travail, c'est de faire connaître h- 
beau travail de M. Smith sur les systèmes linéaires indéterminés 
et sur les systèmes de congruences linéaires. Il a traité à fond cette 
question. Un de ses principaux résultats c'est que, un déterminant 

étau! donné en nombres entiers, on peut déterminer toujours deux 
déterminants | | =: di i et | 0' | ^ ± i de manière que 
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OÙ Cl, divise 6^+). Ces nombres e,, e^, ..., e„ sonl de \éntables 
invariants arithméliqucs. 

J'ai va justement que M. Kronecker, dans le dernier fascicule 
de son Journal que j'ai vu, est revenu sur cette question. Mais il 
l'atti-ibue à tort à M. Frobenius dont le Mémoire date de 1879; 
M, Smith avait déjà à peu près épuisé cette matière dans un Mé- 
moire publié en 1861 dans les Philosophical Transactions. En 
Icirainaiit, je vous renouvelle ma demande de m'accorder un sursis 
pour examiner à télé reposée votre algorithme. Je vous en par- 
lerai bientôt. C'est avec tristesse que j'ai appris vos ennuis et désa- 
gréments dont j'avais eu quelques soupçons, par ce que m'avait dit 
M. Baillaud. 

Veuillez me croire toujours, cher Monsieur, votre très dévoué. 



378. — HERMITE A STŒLTJES. 



Mon cheh Ami, 

Je viens de m'apercevoir et je vais vous montrer qu'il n'y a pas 
il vous occuper, comme vous me l'avez bienveillamment offert, de 
mon second algorithme, le premier qui est plus simple, commi" 
n'emplojant que des quantités du premier degré, dans la relation 
de récurrence, suffit à tout. Considérez les relations 

AS ^- A'S'-H A-S'= 3-"'S,„ 
itS-HJî'S'-i-B"S" = a;3"S;,, 
C5-^C'S'-'-C''S'' = a^'"5;„ 

')ù les coerticients sonldes polynômes dont les degrés sonl indiqués^ 
fomme il suit : 



i')u posant 



A = (B'G'i, 


,V-(lï''G), 


X''=(BC'), 


H!, = (C'A''j, 


.ll.'=r.(C"A), 


it\."=(CA'), 


e=(A'B"), 


e' r-lVB), 


e''=(\B'), 
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nn en lire, si l'on clini 


,iac suc 


cessivemenl S' i;t S'', do loulcs les 


manières possibles, 






es'-s''s 


= a'"'Z, 


SS' — S'S=a-5"i;', 


Ji.S'—AfS 


= .i-"'Z,, 


AS'—,VS = x"-r,, 


il!)S'-\i'/S 


= .'"!, 


\is.s'-ii!.'s = 3-"z;. 


Soit donc S = i, on 


aura les 


relations 


Jl,S' — A>' = x"'Z\, 


■\t!>S' - 


\n.' = ^"-z\, es'~0' = ^^"r, 


.^.S"— ^"=37'"S,, 


ili.S"— 


\iy=^"'Lt, GS"— 8" = .rJ"2; 



Ips degrés des p:)ljnomes qui y figurent étant 



e G' S' I a/l — ■ f.»-, -i,,; 

ou a bien obtenu l'ordre d'approximation maximum et c'est le 
même calcul qui donne à la fois l'approximation de la fonction 
linéaire unique 

A + A'S'-!-A''S'' 

fl l'approximation simultanée de S' et S" par des fractions ration- 
nelles de même dénominateur. 

Les tbéorèmes de Smith sur les systèmes linéaires à coefficients 
entiers m'intéressent beaucoup, et je me réjouis de lire l'article 
que vous donnerez aux Annales sur ce sujet. Vous pourrez voir 
dans mon ancien Mémoire sur la transformation des intégrales 
lijperelliptiques de première classe que je l'avais donné et employé 
tians un cas particulier. 

C'est sans doute du voyage en ballon de mon pauvre neveu que 
*ous aura parlé M. Balllaud. 

Vvec l'espoir que votre petite Madeleine va toujours bien et vous 
l'Hantde me croire loujours votre affectueusement dévoué. 
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- HERMTTE A STIELTJES. 

Paris, 3 décembre il 



Moa- < 



Permettez-moi d'appeler votre attention sur une proposition que 
je viens vous faire et que je désirerais vivement vous convenir et 
vous voir accepter. Depuis plusieurs années, vous avez produit un 
grand nombre d'excellents travaux qui vous ont placé à un rang 
élevé dans la Science et mérité la plus haute estime de tous les 
géomètres. Le moment est venu où celte estime doit franchir le 
petit cercle des amis de l'Analjse et recevoir une consécration 
officielle qui vous place à un rang en rapport avec votre beau 
talent et les services que vous avez rendus à la Science. C'est dans 
cette intention que je viens vous demander de concourir pour le 
grand prix des Sciences mathématiques que l'Académie décerne 
chaque année. 

Permettez-moi, mon cher ami, d'espérer une réponse favorable 
en vous priant de me faire connaître vos intentions, d'ici lundi 
prochain, la Commission chargée de proposer les questions pour 
les deux prix des Sciences malhémaliques étant convoquée pour 
lundi à 2'', et veuillez agréer la nouvelle assurance de mes senti- 
jnents de la plus sincère affection. 

Un de mes élèves de l'École Polytechnique, M. Vallier, capitaine 
d'Arlillcric attaché à la Commission d'expériences de Gàvres (pré-; 
Lorienl), m'a communiqué, en me demandant de la vérifier, une 
formule d'approximation pour les quadratures semblable à celle 
de Gauss, et donnant exactement le même ordre de l'erreur com- 
mise, mais où l'on emploie les valeurs de la fonction aux limites 
de l'intégrale. I.c résultat, qui est parfaitement exact, est eelui-ci : 

la somme s'élcndant à toutes les raeines a, de FéquaLioii 
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parmi lesquelles + t el — i, comme vous voyez. Vous rendriez, 
je crois, grand service à ceux qui emploieront celte formule, pour 
les expériences de balistique, en tirant de vos méthodes l'expres- 
sion approchée de ces racines, qu'elles doivent donner aisément, 
l'équation revenant à (a:^ — i)P'„(.r) = o, puisque l'on a 

7^,7)<^'-')n(3^) = P,.+i(^)-P.-i(^)- 

El, si je ne me trompe, vous devez aussi pouvoir de la même 
manière obtenir l'expression approchée de P„ (a). Je vous enverrai, 
au cas où la chose pourrait vous intéresser, la communication de 
M. Vallier. Avez-vous corrigé les épreuves d'Halphen, pages 17^ 
à aaô, qu'on vient de m'envoyer? 



280. — STIELTJES A HEBMITE. 

Toulouse, l\ décembre 189a. 
CuER Monsieur, 

Nous avons été pendant cette dernière semaine dans une vive 
inquiélude à cause de notre fille aînée, Edith; heureusement, elle 
est remise maintenant à peu près. C'est ainsi que je n'ai guère eu 
la liberté d'esprit de penser à autre chose. 

Maintenant, Monsieur, votre proposition me touche vivement, 
mais laissez-moi vous expliquer pourquoi il m'est à peu près impos- 
sible de répondre à votre invitation. Vous savez que je prépare un 
article bibliographique sur la théorie des nombres, et je me suis 
engagé formellement à en donner la première Partie avant les 
vacances d'août 1891. M. Gaulliicr-Villars veut le faire paraître 
à part, cela renfermera pour ainsi dire la partie élémentaire de la 
théorie des nombres; pourtant, comme mon plan d'ensemble est 
plus vaste, il y aura des Chapitres qui n'y seront mis qu'en Tue de 



ce qi 



i doit suivre. Mais la rédaction de cela est très laborieuse el 



parfois les livres me manquent ici, en sorte que je compte venir 
I Paris dans les vacances de Pâques pour fouiller les bibliothèques. 
Vous voyez, Monsieur, que je suis enlièremenl pris par ce tra- 
.ail, qui, je l'espère, aura son utilité. Et aussi, dans la suite, j'es- 
>ère bien aborder les applications des fondions elliptiques 
I l'Arithmétique, la fonction i^ el la distribution des nombres 
II. R 
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premiers. A vrai dire donc, j'ai déjà commencé le grand traYail 
que vous voudriez me voir entreprendre et je crois qu'il ne perdra 
rien à être préparé ainsi. Mais l'expérience m'a montré que je dois 
me défier beaucoup de mes forces pour le travail, et il faut y mettre 
du temps. 

Quant à la question de M. Vallier, je me rappelle que M. Badait, 
dans son Mémoire sur les quadratures dans le Journal de Liou- 
ville (vers 1880 à 1881, je crois) a traité la formule qu'il veut 
appliquer. M. Radau a donné les valeurs numériques des racines 
de P|,(;c) = o et des coefficients correspondants, je crois que le 
calculateur ne peut rien demander de plus, il a poussé les calculs 
jusqu'à H =^ 1 1 , si je ne me trompe pas. Mais je vais calculer aussi 
les valeurs approchées. Depuis que je vous ai envoyé à Vannes des 
épreuves d'Halphen, je n'ai plus rien reçu. 

Veuillez bien, cher Monsieur, ne pas être fâché de ce que je 
viens d'écrire. Véritablement je ne me fais point d'illusions sur 
mes forces, et si j'espère pouvoir faire de temps en temps quelque 
travail utile, je ne me figure pas devoir aspirer à la haute distinc- 
tion dont vous parlez. Au fond, Monsieur, ce qu'il y a de plus 
utile dans cette sorte de choses, n'est-ce pas d'engager les tra- 
vailleurs à attaquer une grande et difficile question. Or, sur ce 
point, ce que je me propose de faire sur la théorie des nombres 
est de cette nature-là. Naturellement, dans celte première Partie, 
rédigée surtout en vue des boursiers d'agrégation, mon travail se 
borne presque à un travail d'arrangement, mais la suite demandera 
beaucoup de recherches personnelles. 

J'espère donc. Monsieur, que vous voudrez bien accorder qu'au 
fond je réponds à votre invitation bien que sous une autre forme. 

Veuillez bien me croire votre très dévoué. 



- STIELTJES A HEHMITE. 



Voici ce que j'ai trouvé en examinant, au point de vue que vous 
m'avez indiqué, la formule de quadrature dont s'occupe M, Vallier. 
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Je pose, en changcanllcgcreinenl la iiolation ilo M. Heine, 

en sorte que pour/» ^ 2 on retrouve X„, et pour p=:o les poly- 
nômes qui interviennent dans la quadrature dont se sert M. Vallier, 
et qui admettent les racines dz i (/tïa). Je trouve le développement 
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Ce développement est convergent tant que u est compris enire ^ 
et -7^; en dehors de cet intervalle (o <; « ■< x toujours) on a une 
expression asymptotique lorsque n est très grand. Indépendamment 
du cas /' ^= 3, j'ai encore une vérification pour /; = 3, alors 

r"(3,cosH) = — '[^"^/" -- 

En général, lorsque/) est impair positif, la formule {\) se réduit 
à une identité. Posons maintenant /> ^o, pour revenir au cas qui 
doit nous occuper 



P''(o,cos„) = 



^[..,(„.„_^^;ifci!..]. 
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Le terme 

s'annule pour 

"^ 4 n--i '^' {/: = h -i, ■■■,"}. 

c'est-à-dire n fois dans l'intervalle (o, ti), tandis que P"(n, cosh) 
ne s'annule que n — a fois dans cet intervalle. Ce sont certai- 
nement les racines extrêmes, répondant à k^ i, A' = n qui doivent 
être rejetées, car c'est surtout pour les valeurs extrêmes de u que 
l'erreur de l'expression approchée est sensible. Je prends donc 
pour expression approchée des racines 

l>^,>a:i>...>37„_,>-i 
de P"{o, x) =0 la valeur 

et puis, plus exaclemoiil, 

-..= h,,,^]=..(l^') '-■■' »"')■ 

En calculant avec des logarithmes à 6 décimales, je trouve ainsi 



approcMc. Coi'retliuii?. 

a-i 0,919410 -i-o,oooiîî 

x-i r,,738 78j ^0,000008 

x^, o , |65 278 -t- 0,000 001 

Pour Xj,, x^ les corrections sont insensibles, leur signe reste 
même, douteux car il peut y avoir une erreur de 1 ou 2 unités dans 
les valeurs approchées. C'est une question difficile de savoir si l'on 
ne pourrait pas trouver des séries représentant exactement les 
racines. Quelques tentatives que j'ai faites dans le cas de l'équa- 
tion X„=o ne m'ont pas appris beaucoup. L'cxjiression^~l'"{/i, x) 
satisfait à 

qui ne change pas en remplaçant n par — n — p-\- i- C'est pour 
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cela que j'ai introduit dans la valeur de X/, le terme 1 -| -. -j 

qui ne change pas en remplaçant n par — h + 1 , On obtient ainsi 
une approximation bien plus grande que si l'on avait pris, par 
exemple, I + ^— ^- J'ai tout lieu de croire que l'approximation est 

maintenant de l'ordre _ ■ Je n'ai pas encore examiné le terme 

complémentaire de (A), cela doit devenir un pcii moins simple 
que dans le cas de X„. 

Je reviens maintenant à la formule de quadrature 

J'ai restitué le facteur 2 et changé n ea n — 1 pour avoir n ra- 
cines de P" — P"~-:= o, qui sont x,"^ x^'^ ■ ■ . !> ^n_2 elXo= 1, 
Xi,^ 1 =: — \ . 

Tout calcul fait, j'obtiens approximativement 

*'-»(«-)P— W-»»<»-.)'° 4»-'' ' ' '■ 

Pour k^o,k = n — I les facteurs sont naturellement — — — r ■ 



Al 0,22459 -+- o,ooo3o 

A ( 0,29164 -+- 0,00040 

Al 0,3 Î709 + o , 0004 5 

Mais j'ai introduit dans l'expression approchée de A^ le nombres, 
peut-être vaut-il mieux laisser les factorielles. C'est aussi la raison 
pour laquelle les corrections sont plus grandes pour A, que pour A, . 

Si l'on multipliait par i H — ~i l'erreur devient insensible 

pour A3, A4. Du reste c'est bien là l'ordre d'approximation de ma 
formule, la vraie valeur doit être 

Le calcul exact de), serait bien compliqué; a priori , X pourrait 
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renfermer 

Hn-u ' 
mais, d'après le calcul numérique que j'ai fait, cela ne m'ctounerail 
pas s! Ton avait simplement ). ^= H — • 

J'ai reçu les feuilles de Ilalplten, pages 177 à 22 5; après correction 
je les ai retournées à Gauthier- Villars puisque vous les aviez vues 
déjà. Il va sans dire que vous pouvez communiquer à M. Vallier 
tout ce que vous croirez pouvoir l'intéresser. 

Veuillez bien me croire, cher Monsieur, votre très respectueux 
et dévoué. 



282. ~ HERMITE A STIELTJES. 



Je ne regrette point de vous avoir parlé de la formule d'approxi- 
mation pour les quadratures de M. le capitaine Vallier, bien qu'elle 
ait été déjà obtenue et publiée par M. Radau, puisque je vous ai 
fourni l'occasion de découvrir les résultats extrêmement intéres- 
sants que vous m'avez communiqués. Vous donnerez dans les 
Annales de Toulouse la démonstration de l'équation (A) qui est 
une généralisation de votre premier théorème pour/>^o, et je 
trouverais même bien désirable que vous y ajoutiez, comme com- 
plément au Mémoire de M. Radau, sans parler de M. Vallier, venu 
longtemps après sur la même question, vos expressions approchées, 
qui sont si remarquables, des racines de X'j^ o ou X,,^, — X^-i^o 
ainsi que des coefficients A =: — -^ — — — • 

J'espère que la santé de l'aînée de vos filles ne vous empêche 
plus maintenant de vous livrer au travail, et je me fais un plaisir 
de mettre à profit pour mon instruction arithmétique, aussitôt que 
vous le publierez, l'exposé des beaux résultats de M. Smith. J'y 
attache un grand prix, ils me semblent absolument fondamentaux, 
et trouveront des applications dans le domaine elliptique. 

J'ai repris dans la nouvelle édition de mon Cours la théorie de 
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la iransformalion, mais ce n'est qu'aprf;s coup et trop tard pour 
en profiter, que j'ai reacontré plusieurs clioses que j'ai dû ainsi 
sacrifier. Voici l'une d'elles. 

Soient a, b, c, d des entiers quelconques, et n:^ad — bc 
supposé positif, je pose le problème dans les termes suivants : 

Déterminer le module transformé l et le multiplicateur M, 
par les conditions 

^ = « L -+- tô L', \- = c\. + id L', 



où L et L' 5e rapportent à l et l'. 

Je trouve, en effet, préférable de se donner a priori a, b, c, d 
plutôt que de les conclure ou de tenter bien difficilement de le 
faire, des formules analytiques de la Iransforination, comme l'in- 
dique Jacobi, dans les Fundamenta, § 32. Cela posé, soit 



KS-)' 



= *(^). 



je puis faire 

les fonctions *, *,, 0, H) étant holomorphes. Elles donnent les 
formules de transformation très facilement comme vous allez voir. 
Ayant, en effet, 



je puis écrire 




C'est ce qu'on obtlenl 
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on conclut sans calcul : 

d'où 

et par suite 

En second lieu et semblablement, j'emploie l'identité 



Ç(^,"0 = 



iidK'LM d ^iKK' 



Elle me donne la relation 

^(37 + 2 . K', m) = 'f{cc, m + d) + cr^m^d)~ "^^^'^'i , 
d'où ,-„ 

La périodicité de sn (^> M et des autres conduit immédiate- 
ment aux équations semblables pour <b,{x'}, n{:r), U,{x), et il 

-P. , " , ,. . *(ic) n(37) *i(37) n,(a7) 

sufht de remarquer que les quotients ^„, '. , ^„, , . „„ , . ■■- ; ■-{ 

T T 1 e"(a^) e"(a:) e»(r) ©"(a;) 

sont, à l'égard de 2K et aïK'j des fonctions doublement pério- 
diques de première ou seconde espèce, avec le seul pôle x = i K', 
pour atteindre au btil. 

Veuillez me dire si cette théorie, convenaldemeut développée, 
ne pourrait pas être reproduite dans les Annales et crojez-moi 
toujours votre bien aflectueusement dévoué. 



283. - STIELTJES A HEHMITE. 

Toulouse, 19 décembre 1S90. 
Cher Moksieur, 

J'ai sous les j-eux les Comptes rendus du 8 décembre dernier 
où se trouve la Communication de M. Sjlvester sur le nombre -. 
Je dois vous avouer que je ne comprends pas et je veux vous sou- 
mettre ma difficulté. 
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M. Sjlvesler se propose de dcmonlrer que, 6 élant une racine de 

e"-i-lîe"-i-i-,..+ L = o, 

il est impossible que © lang9 = ^(9) soit une expression ration- 
nelle en ô. Poiir cela, il prend (p. 86g) un nombre entier k tel 
que kx{&) soit une fonction linéaire de 0, &^, . . . , 0""*' . Jusqu'ici 
je n'ai point de difficulté. Mais dans l'analyse qui suit (p. 869) il 
me semble que M, Sylvesiec suppose ceci : 

Soit e une racine déterminée de 9" + B 9"~' +. . . -(- L = o et 
pour celte valeur déterminée de 9 

AT(e) = p -1- y e + ?-es -t- . . .-H m"-', 
alors on a aussi pour toute autre racine #,■ de 
e''-t-Be''-i-i-...H-f. =0, 

Ax(e,)=/)-f-?e,-i-re?-i-...-i-îe?-'. 

Or c'est là, à ce qu'il me semble, une supposition entièrement 
gratuite, et je ne vols pas comment tourner celle difficulté. 

Il est, à vrai dire, encore prématuré de discuter sur ce sujet, 
puisque M, Sjlvester promet (p. 869, ligne 4) de longs développe- 
ments. Mais je vous avoue que j'ai quelques doutes sur la validité 
de celte démonstration, puisque les développements que nous 
promet M. Sjlvester semblent porter sur un autre point. Ayant 
autrefois longuement réfléchi sur cette question, j'avais dû recon- 
naître la difficulté que j'ai indiquée. Dans la démonstration de 
MM. Lindemann etWeierstrass elle est surmontée, mais je ne vois 
pas encore comment on peut l'éviter en suivant la marche indiquée 
par M. Sylvester, Il esl probable que je me trompe, et dans le cas 
où il en esl ainsi vous me feriez un grand plaisir en me tirant de 
mon erreur et en m'ouvrant les jeux. 



284. — STIELTJES A HEJIMITE. 

Toulouse, ig décembre 1890. 
Cher Monsieur, 

Je suis heureux de pouvoir vous dire que notre Edith est tout à 
fait rétablie maintenant, quoique encore un peu affaiblie par les 
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fortes fièvres dont elle a souffert. Vous ne pourrez guère nous faire 
unp] us grand plaisir que de rédiger votre nouvellemanièrc d'exposer 
la théorie de la transformation des fonctions elliptiques dont nous 
ornerons nos Annales. La publication en est un peu en retard en 
ce moment, j'ai donné go pages de mon article bibliographique, 
qui doit commencer, je crois, dans le 3' fascicule (t. IV), mais on 
n'a pas encore reçu des épreuves des Mémoires qui doivent former 
le 2" fascicule. 

Quant à la question des fonctions sphérlques, il est un peu plus 
simple déposer 

alors la formule (A) peut s'obtenir à l'aide de 

p.(.....e),p.R.%i„.,ggg;^' <;^,':l';:y .„, 



C'est là la généralisation de la formule (&) de mon Mé- 
moire (/: = -)• mais vous voyez qu'il faut supposer A^ <^i, sans 
cela l'intégrale n'aurait pas de sens. Cependant le développement 
en s'rîe (A) n'est pas assujetti à cette restriction. C'est pour cela 
que j'ai déduit cette formule d'une façon toute différente, mais 
qu'il serait trop long à expliquer. On rencontre souvent de pareils 
faits et je ne sais pas encore si l'on ne pourrait pas remédier à 
cette difficulté inhérente à l'emploi d'intégrales définies. 

Quant à cette question difficile des racines de P"(k, x) =^ o qui 
sont à peu près 

"•'■ - [— /'^ 7 *'■ ] '" '"^^ r/ ' ' ('■-■,».■■■.»). 

sur laquelle j'ai réfléchi depuis bien des années déjà, le seul 
moyen que je dois essayer encore est le suivant. Ces racines sont 
des fonctions algébriques de /", et satisfont par conséquent à une 
équation différentielle linéaire que M. Tannerj nous a appris à 
former dans sa Thèse. Peut-être poiirra-t-on tirer quelque chose 
de celle équation différentielle qu'il faudra obtenir d'abord. Mais 
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pour le moment je ne Iravaille qii'Arillimélique cl je dois porter 
là lous mes efforts. 

C'est ce matin, après mon Cours, que j'ai vu à la Faculté 
l'article de M. Sylvester sur le nombre tt. Maintenant que j'y ai 
réfléchi encore et que les choses me reviennent, je dois vous avouer 
que je suis de plus en plus convaincu que M. Sjlvester n'a point 
vu la véritable difficulté du problème. 

J'ai élé engagé dans la même voie. 

Il est parfaitement dans son droit de remplacer pour une seule 
racine €t 

/c-.ie) pai- p-t-qS -h...+ ïe"-i, 

mais, pour les autres ra<'ines, jvon, car si l'on voulait admettre 
cela, on pourrait démontrer la proposition en trois lignes et sans 
avoir besoin de la fraction continue. 

A cet égard, je me rappelle avoir lu dans les Acla mathematica 
un article intéressant d'un géomètre allemand, dont j'ai oublié le 
nom. Permettez-moi de vous en dire deux mots. 

Soit 

une équation (à coeflïcients entiers) irréductible. On sait alors 
que si une racine x, de cette équation satisfait à 
(a) «'ir'''+ t'a;"'-' -!-...+ ('= o, 

les autres racines JTa, ..., a^„ satisfont aussi à (a). L'auteur se deman- 
dait alors si cette propriété a lieu encore, si l'on remplace (2) par 
une équation transcendante telle que 
(3) ^ + y^ + ,.^. + ^a:J4_...= o, 

le premier membre étant une fonction holomorphe, y>, q, r, s, . .. 
des nombres commensurables. Par un exemple, l'auteur montre 
qu'il n'en est pas ainsi, et il ajoute avec raison que dans le cas 
contraire on aurait pu en conclure immédiatement que t. est 
transcendant. Car supposons t: racine de (1) et de 

toutes les racines de (r) seraient des racines de (4)i mais (4) n'a 
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pas d'autres racines que àtt, (i) ne pourrait donc avoir que des 
racines de la forme kn. Or, cela est impossible, car il s'ensuivrait 
par les formules de Newlon, par exempte, que n* est conimensu- 
rablc. 

j'ajoute qu'il me semble bien que M. Sjlvester remplace k-z{S) 
aussi pour les autres racines 0j par p-i-q&i + .. .-\- tO""' , car, 
seulement de cette manière, il peut obtenir les nombres entiers 
réels dont il parle et qui seraient en nombre infini et décroissants, 
ce qui est impossible. Mais pour moi, et jusqu'à ce que l'on m'ait 
tiré de mon erreur, je ne vois pas ces nombres entiers; ils 
n'eiîsteut pas. 

J'incline à croire qu'on ne peut pas arriver ainsi au but; c'est 
votre idée de considérer les fractions au même dénominateur qui 
donnent par approximation plusieurs quantités en même temps, 
qui me semblent toujours être le germe de tout ce qu'on a pu faire 
sur ce sujet. Mais voilà une lettre bien longue, je n'espère rien de 
mieux que d'avoir tort sur cette question du nombre it. 

Vous voudrez bien me croire toujours, cher Mi 
bien dévoué. 

285, — HERMITE A STIELTJES. 



Mon chkr Amc, 

C'est en i835 que M. Sjlvester s'est fait connaître au monde 
mathématique par sa belle découverte de l'expression des fonc- 

t,ons de Sturm : y ^2 ^^^' V =2 (^ - a)(^- 6 ' ' ' '= °" 
doit donc supposer qu'il a près ou plus de 8o ans, et accueillir 
avec quelque indulgence ce qu'il produit encore à un âge si 
avancé. Vos objections sur la démonstration de la transcendance 
de Tt me semblent extrêmement fondées, et je dois vous avouer 
qu'il m'a été impossible de me décider à lire attentivement son 
article et que je n'ai pu que le parcourir des jeux. J'ai en ce 
moment d'autres soucis et il ne faut rien moins pour m'en dis- 
traire que vos beaux résultats sur les fonctions V"{k, cos6). Vous 
pensez que je suis aussi préoccupé que vous de ia supposition /r<;j 



dbyGOOgIC 



LETTRE 283. 135 

qui s'impose dans votre formule 

et j'ai songé au moyen suivant de lever la restriction. Il consiste à 
remarquer que l'on a 

de sorte qu'on pont écrire, C étant un facteur constant, 

r''{k,eos^)^CP.-R.t''^''ii-l)~'F{i-~/..Jc, t-i-n^ /.:,(}. 

Cette relation me semble pouvoir se démontrer au moyen de 
l'équation différentielle du second ordre à laquelle satisfait Ifi 
fonction de quatre éléments, en prouvant que la substitution 

( ^=: conduit à l'équation semblable concernant P"{A',cos6). 

La condition de prendre la partie réelle s'introduit facilement, 
parce que l'équation différentielle en ( a ses coefficients réels. 

Voli'e formule pour l'expression approchée des racines 






{r 



est extrêmement remarquable, mais comment former l'équation 
différentielle linéaire de M. Tannery? Peut-être vaut-il mieux 
renoncer à creuser plus avant la question de l'approximation à 
cause des difficultés énormes qu'elle présente. 

Au moment où je vous écris, je crois voir que de l'équation (i 5) 
de l'article 7 du premier Mémoire de Gauss Sur la série de quatre 
élémenls, donnant une relation linéaire entre les quantités 
F(i — A", A*, I -I- « -I- A", i)qui correspondent à n — i, /i, n + i, on 
doit pouvoir en conclure une équation correspondante entre 
P"-'(A-, cosô), P''(A,cos9) et P"+' (A, cosS), de sorte qu'il suffirait 
de vérifier qu'elle coïncide avec la relation connue entre ces trois 
fonctions. 

Je reviens aux fonctions elliptiques, je prends la liberté de vous 
envoyer les dernières jtag-es de mon Conrs où est traitée la tbéoric 
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lie la Iransfonnalion ; vous médirez, en louLe sinccrilé, si vous 
jugez qu'elles vaillenl la peine d'éire reproduites dans les Â nnales 
avec les corrections et additions nécessaires. Je songe à tirer parti 
dn théorème de M. Sniilh, pour ramener au moyen de la trans- 
formation du premier ordre appliquée au module proposé k, puis 
au module transformé /, le cas le plus général aux cas particuliers 
simples où l'on a 

K ^ K' 

jj = .,L, ^ = .,L avec e,e,= «. 

3'ajouterai aussi la remarque que voici. Soit 

les fonctions complètes de seconde espèce, qui correspondent à J 
et à J' de M. Weierstrass, on aura, en désignant pur t la déri\êc 
seconde de S(^), pour x t=o 

!i^_cJ + mJ'-H^{-cK+,«K'), 

:^ = dS — ibi'-h~( dK-ibK). 

Dans ces relations u est une fonction algébrique du module /■. 
Tous mes vœux pour la santé de M"" Editli et de vos autres 
enfants, en vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de toute 



affectio 



386. — STIELTJES 1 HERMITE. 



Cher Mohsieuh, 

Après avoir lu les dernières pages de votre Cours, que vous avez 
eu la bonté de m'envojer, je peux déclarer en toute sincérité que 
nous les accueillerons très volontiers dans les Annales avec les 
additions que vous voudrez bien ajouter. D'après le théorème de 
M. Smith, dans la substitution 
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on peut supposer que Si divise ^2, mais je ne crois pas que celte 
circonstance joue un rûlc dans la question de la transformation, à 
votre point de vue. 

Pour revenir un inomenl sur les polynômes P"(A-,^), je dois 
vous dire que le problème de trouver l'équation différenliellc des 
racines x de P"(k, a:) = o en fonction de ^ ne me semble pas 
inabordable du tout. Gela pourra être un calcul plus ou moins long, 
mais j'estime qu'avec un peu de persévérance on arrivera certai- 
nement au but, et, connaissant le discriminant de l'équation, on 
peut même se faire une idée de la forme de l'équation. Mais je 
serai beaucoup moins affirmatif quant à la question de savoir ce 
qu'on pourra tirer de cette équation différentielle. 

Je tire de l'équation de définition 

ou plutôt 

d'abord 

2T:t Je 
et de là je lire, à peu près comme dans mon Mémoire imprimé, 

P-.(t,.o..)=^P.B.g^^' <'-5'-;-> „. 

Or je ne me console pas encore de ce fait que cette déduction, 
qui me paraît la plus directe (bien entendu, en parlant de ma dé- 
finition du polynôme) impose la restriction A' <; 1 . 

Je ne sais pas, mais il me semble presque qu'en s'appujant sur 
la délinition par léquation différentielle la détermination des 
constantes causera encore quelques difficultés. 

Un de mes élèves, M. Bourgel, qui est actuellement en Alle- 
magne, a fait un petit travail sur une généralisation de la qua- 
drature de Gauss étendue à l'intégrale 



//' 



^{^! yi^v^y 
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oleiidue sur l'aire x^-Y-y^'^i. Il rencontre vos polynômes, qui 
sont les dérivées pariielles de (a^^ + y^ — i)™. Cependant, je dois 
l'engager à approfondir encore quelques points, mais je croi's que 
cela fera un joli travail. Cette question peut être envisagée, du 
reste, sous bien des points de vue différents. 

Je prépare toujours ma théorie des nombres; voici une propo-, 
siiion assez curieuse que j'ai rencontrée en étudiant les démonstra- 




tions de la loi de réciprocité (les diverses modilications qu'on a 
proposées pour la troisième démonstration de Gauss). Soient OX, 
OY deux axes rectangulaires; je note les points dont les coor- 
données sont entières et qui forment un réseau. Gela étant, 
soient OA = ^, OB = ^ les côtés d'un rectangle OACB, p el q 
étant des entiers impairs, premiers entre eux. Traçons les diago- 
nales AB, OC se coupant en D; alors il j a toujours autant de 
points du réseau a l'intérieur du triangle BDC qu'à l'intérieur do 
triangle ADC. 

Je crois que la démonstration est plus cachée qu'on ne pourrait 
le croire d'après ta simplicité de "énoncé. 

J'ai vu dernièrement qu'on a présenté à l'Académie des Sciences 
le Tome XIII (ou du moins les premiers fascicules de ce Volume) 
des Acla mathematica, et je crois me rappeler qu'on avait annoncé 
que ce Volume-là renfermerait les Mémoires couronnés à l'occasion 
de l'anniversaire du roi de Suède. Nous allons donc avoir enfin ces 
Mémoires. 

Veuillez bien accepter, cher Monsieur, mes meilleurs vœus pour 
votre bonheur à l'occasion de la nouvelle année qui va commencer 
et me croire votre très dévoué. 
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- IIERMITE A STIELTJES. 



Mon cher Ami, 

Je vous remercie de vos soiihaits de bonne année et je vous oiTre 
afl'ec lue u sèment mes vœux pour vous, pour M™* Slieltjes et vos 
chers petits enfants. Puissiez-vous oelte année, comme les précé- 
dentes, réussir dans vos recherches et continuer de produire les 
beaux travaux qui vous ont placé au plus haut rang dans l'estime 
de tous les géomètres. C'est avec grand plaisir que je vois un de 
vos élèves, M. Bourget, s'engager, sous votre imptdsion, dans la 
question extrêmement intéressante de l'évaluation approchée de 
l'intégrale / / ¥{x,y)dxdy, relative à l'aire intérieure du cercle 
x^-'ty'''^ '. Lg même sujet a été traité par M. Appell dans un 
article intitulé : " Sur une classe de polynômes à deux variables 
et le calcul approché des intégrales doubles », que j'ai seulement 
parcouru des jeux sans l'étudier à fond, mais les limites sont sup- 
posées constantes, ce qui change extrêmement le point de vue; je 
le tiens à votre disposition, si vous n'en avez pas déjà connaissance. 
J'ai bien peu Iravaillé depuisle joitr del'an; jeinesuis senti comme 
engourdi par le froid, moralement et physiquement. 

Je reviens à l'Analyse, je ne vous parlerai point du théorème 
d'Arithmétique sur le nombre des points contenus dans vos deux 
triangles, bien que j'y porte grand intérêt; je reviendrai encore à 
la transformation en prenant pour point de départ les relations 

K ^ „,, ,^ ,-i „, ^ = c L + idW {ad -Oc = . ). 






( ' ) IVote des éditeurs. — Celte lettre n'est pas 
qu'elle vienne se placer entre le i" et le i5 janvier. 
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l3o CORBEgPO«DANCE D RERHITE ET DE STIELTJES. 

En désignant par s la valeiu', pour x^o, de la dénvée seconde 
de la fonction que j'ai designée par S{x), on aura à l'égard des 
intégrales complètes de seconde espèee les relations suivantes : 

OÙ s est une fonction algébrique du module A. Voici un autre 
résultat : 

Soit pour n impair y ^ ^^ Ia formule de transformation, qui 



donne 






relation suivante : 

A.oir"-^' -h AiX"-' -+- Aior"- ' -^- . ..-s- A„_i_i 



B,^'.-4 + . . .^B^^x/^r^^^JlV^ri^^) = 



V) 



OÙ entrent n H- i coefficients arbitraires sous forme homogène. On 
pourra donc en disposer de manière que l'équation proposée 
admette les n racines de l'équation y=z,^; cela étant, j'observe 



qu'ayant ^{i - x^){i - k'^a^-^) = >^<'-y'K. ^y> g , j,, .^^ffl. 
cients Ao, A,, K-i, ... et 

B,i/(i-r')(i-/V), B./(i-/-)('-'=r-), ■■■ 

seront des fonctions rationnelles de la variable y. Il en résulte 
qu'on peut former une relation de cette forme 



oii ^ et iji sont rationnelles en x et y, qui soit vérifiée pour toutes 
les racines x àcy = y 

Mais on a sous forme rationnelle 

(f'(^,r)(i-j'')('-'V)-'l''(^..r)(i-^^)(i-A=;^^) = o, 
qui ne contient que des puissances paires de x, [dont le premier 
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membre] admettra pour diviseur U^^ — V^j'^; cette équation du 
degré 2*1+2 aura en outre une solution x^=^X^(y), où vous 
verrez facilement que '^{y) est rationnelle en y. Cette fonction 
rationnelle donne la substitution complémentaire de y^: y> de 

sorte qu'en écrivant _/=^ 9 (■2^)1 l'expression â[).(ic)]cst la formule 
pour la multiplication de l'argument elliptique par n. 

Croj'eï.-moi toujours votre Lien sincèrement dévoué. 

P. -S. — M, Sjlvester a reconnu et avoué son erreur. 



- SriELTJES A HERMITE. 



ChELI MOINSIELII, 

Veuillez bien accepter nos meilleurs remercimcnts pour vos bons 
souhaits. J'ai vu avec regret que vous supportez mal ces grands 
froids, mais je ne peux pas me vanter de les supporter mieux. 
J'éprouve une grande difficulté à respirer el je me sens trop fatigué 
pour travailler sérieusement. Espérons donc que cela ne durera 
pas. La Garonne est prise, ce qui ne s'est pas vu depuis l'hiver 
1870-1871. 

M. Klein, de Giiltingue, aobtenu tout récemment un résultat qui 
m'intéresse beaucoup (il avait publié son réstdtat seulement déjà 
dans les Nachrichte de Giittingue, août 1890). 

Soient C(«) le nombre enûer plus petit c{aex[C(x) = o lorsque 
x^=i ou ;C <; 1 ], ensuite | a ] la valeur absolue de a ; alors il dé- 
montre que le nombre des racines de l'équation transcendante 

qui sont comprises entre x ^o et x ^ i (excl.) est 



lorsque 1 — y est négatif o 
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SHEKHITE ET DE STIELTJES. 

Dans le cas où i — -y est positif, ce nomlirR est encore exprimé 
par (I) lorsque F (et, |3, y, x) s'annule pour ^ ^ i, dans le cas con- 
traire ce nombre sera t(. . .) ou C(. . .) -|- i et, pour décider cnti-c 
ces deux valeurs, il suffit de constater le signe de F(k, p, y, x) 
pour 37 = 1 (ce qui est facile d'après les formules connues) car, 
lorsque ce signe est +, le nombre des racines est nécessairement 
pair, et impair dans le cas contraire. 

La démonstration de M, Klein est extrêmement intéressante, 
elle repose entièrement sur la conception des feuilles multiples de 
Riemann et des considérations géométriques. Cela prouve bien 
l'utilité de ce mode de représentation, mais je vous dirai que la 
Géométrie y intervient trop, à mon goût, et il me semble qu'il serait 
désirable d'avoir une démonstration plus purement analytique. Dès 
que j'ai vu l'énoncé du théorème je n'ai pu m'empêcher de penser 
qu'on pourrait y arriver par la méthode de Sturm en s'appuyanl 
sur les relations entre les fonctions F contiguës, etc. Mais il y a 
encore autre chose et, en parlant du résultat de M. Klein, il me 
semble qu'on pourrait arriver peut-être à déterminer aussi le 
nombre exact des racines imaginaires d'une branche quelconque 
de la fonction non uniforme F(a, p, y, ^), à peu près comme vous 
avez fait cela dans le cas particulier de la fonction sphérique de 
seconde espèce. 

En tous cas, ce serait une tentative it faire et je regrette beaucoup 
que je n'aie pas ici quelque élève à qui je pourrais indiquer cette 
recherche. Voilà notre malheur en province, ceux qui se préparent 
poiir la licence sont trop peu avancés, et les candidats à l'agrégation 
se bornent nécessairement à travailler pour le concours. 

Voilà M. Bourgel qui est agrégé maintenant et débarrassé ainsi 
de tout souci d'examen. On l'a envoyé en Allemagne et il m'écrit 
qu'il profite beaucoup à Giittingue. 

Moi, je dois absolument me borner à la théorie des nombres, 
d'autant plus que j'ai vu dans les Comptes rendus le sujet du 
grand prix pour 1892, qui me donnera beaucoup à faire. 

Je croîs que vous n'avez pas vu l'article que j'ai rédigé à la suite 
de votre article sur la fonction sphérique de seconde espèce. J'en 
ai envoyé l'épreuve corrigée à l'imprimerie il y a trois semaines, à 
peu près, et je prends la liberté de vous adresser le second esem- 
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plaire que j'ai reevi alors, vous voyez que je n'en ai plus besoin; 
cependant, il est peut-être prudent de ne pas le détruire. Je me 
rappelle avoir eu à regretter un jour de n'avoir pas conservé le 
second exemplaire, parce qu'on n'avait pas reçu à riniprimerie 
l'épreuve corrigée, qui n'était pas arrivée à destination. 

Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué. 

P. -S. — Si je ne parle pas de la transformation, c'est que j'ai 
voulu proliter d'un instant de loisir. Je suis pris pour quelques 
jours encore par des visites à faire, etc. 



289. - HERMITE A STIELTJES. 



Mos CHER Ami, 

J'apprends avec grand plaisir que vous avez fait un article dans 
les Annales de Toulouse à la suite de ma Noie sur l'équation 
Q"(a;) := o et je viens vous prier de vouloir bien me réserver des 
exemplaires du tirage à part, 3o si c'est possible, afin de pouvoir 
les donner en les joignant aux miens. Le froid redouble, le vent 
s'y joint; ce matin, il n'y avait pas moins de 8", et en sortant je me 
suis senti les oreilles et les doigts gelés. Mais la communication 
extrêmement intéressante que vous m'avez faite du beau théorème 
de M. Klein sur le nombre des racines réelles ■< i de l'équation 
F{a, p, V, .r) ^o m'arrache à la torpeur qui m'a envahi depuis 
plusieurs jours. Je vous chicanerai au sujet de votre prétention de 
le démontrer par la méthode de Sturm, en recourant aux relations 
que Gauss a données entre les fonctions qu'il nomme contiguës. 
Il me semble que celte méthode n'a jamais été appliquée et n'est 
applicable qu'aux équations dont le premier membre est un poly- 
nôme entier, ou du m.oins faudrait-il, si l'on suppose Vi une fonc- 
tion transcendante, que dans la suite 

V = V,Qi- Vj, 
V, = VsQ. — V3, 

Vr-i = V,Q,-— V,.+, 
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I 34 CORRESPONDANCE D HERMITE ET DB STIELTJES, 

il se rencontre une fonction Yr+t ne changeant jamais de signe 
entre les limites où l'on cherche les racines. Je n'ai aucune idée des 
considérations géométriques employées par M. Klein, et mon igno- 
rance de l'allemand ne me permettra jamais de les connaître ; aussi 
les verrais-je avec grand plaisir, et d'autres que moi certainement, 
si vous vouliez bien en donner la substance, lorsque vous publierez 
un article sur la question des racines imaginaires, La grande diffi- 
culté du sujet me fait croire que vous devrez vous-même y mettre 
la main, et ce serait sans doute en étudiant la variation de l'argu- 
ment, plutôt qu'en recourant, comme je l'ai fait, aux indices de 
Cauchy, qu'on pourra réussir. 

Vous regrettez de n'avoir pas d'élèves à qui confier une question 
à traiter; hélas! il n'en est pas autrement à la Sorbonne qu'à Tou- 
louse et dans toute Faculté des Sciences de France. Un élève de 
Clebsch, qui a suivi mes leçons, M. Pasquîer, astronome, pro- 
fesseur à Louvaiu, m'a appris que l'éminent géomètre qui a pro- 
duit tant de beaux Mémoires travaillait très peu. Les idées lui 
venaient heureuses et abondantes, il les livrait à de jeunes ouvriers, 
enchantés de travailler sous ses yeux, avec sa direction, qui lui 
supprimaient, en faisant les calculs avec grand soin, tout travail 
matériel, et c'était au grand profit de la Science comme de ses 



En vous conviant, mon cher ami, à faire une part dans vos mé- 
ditations et votre travail à la fonction Ç(s), puisque c'est moi qui 
ai proposé la question comme sujet de prix, et en espérant avoir 
bientôt des nouvelles favorables de votre santé, croyez toujours à 
mon affection sincère et bien dévouée. 



- STIEL'fJES A JIERMITË. 



Cher Monsieur, 

J'ai demandé à M. Gaulhier-Vlilars de vous faire pai-vcnir, dù^ 
qu'ils seront prêts, 3o tirages à part de mon petit Mémoire, qui 
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fait suite au vôtre sur les racines de Q"(^) ^= o. J'espère que vous 
aurez reçu maintenant l'épreuve de cet article, que je vous avais 
envoyée en même temps que ma dernière lettre. 

Maintenant, permettez-moi de défendre mon idée de démontrer 
le théorème de M. Klein à l'aide de la méthode de Slurm. Soit 
_j'^F(a, p,Y, ;»;), ^=3 ^F(o. H- I, p + 1, yH- 1, a;); je considère 
simplement 'équation différentielle 






en posant 

y =v., 

r"=-(«+0(P+oV3, 

ye) = + (a + i)(a + 3)(P + i)(p + 3)V„ 

y-i = _fa + ,j(, + 3)(ct + 5Kp + T)(^4-3)(P + 5)V„ 

j'ai. 

V =QiVi — :rn-a.)Vs, 

Vs=QiV3-^(i— a-)Vi, 
V3= QsVi-a:(l-3:jV,, 

ces fonctions V,, V2, V3, . . . peuvent donc servir à déterminer le 
nombre des racines dans Tintervatle (o, i). On a, on écrivant Vik) 
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(CED HERJIITE ET DE STIELTJES. 

1 Kcu de F{i + t, f, + II, -i + k,!), 
V = r(o), 
V,_'fF(,), 
„_ (. + .)(? + ,)„.., 



(.4-.i)(. + 3)(P + i)(? + 3) „ 
•/...(7+3) 









11 faut évidemment pousser jusqu'à ce qu'on arrive à une fonc- 
tion F(k) telle que ^-{-k, p+A', y -h A soient positifs; il est clair 
alors que V^^ o n'a plus de racines dans l'intervalle (o, i). 

Pour ^ = o on a immédiatement les valeurs de V, V,, V^, .... 
Considérons la valeur ;c = i . Le coefficient de x" dans F{a, 'i, -■. x) 
est 

^(a^O...(a-l-«-i).M^ + 0...'P + "-0 
j.2...«.Y(V4-i)...(Y + «-iJ 
_ iVa + «}r(p + /0 r(i)r(Y) 
r(, + „)r(Y4-«} ^r(,)r(^)' 

c'est-à-dire à cause de T{%-^- n) = n'^Y {n){i -\- s.) (s. très petit 
pour n grand) 

^ JW r(-,i , - ■ - 



i.e pour 



rie est divergente pour ^ =^ i , F devient infinie n 



r(T) 



■ Or à cause de 



[.'-•,-«, !>' = ■,'-(», ï = v, s,+ p-Y=-(=.'+?'-T')l, 
on peut se borner à considérer le cas a + 3 — yÈ^o, puisque 
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r(a, p,y, x) ^ o, F(*', fi', y', j:) ^ o onlles mêmes racines eom- 
prises entre o et i . On aura alors aussi(a + ^)-t-(P + ^) — (y + ^)^o 
et, pour^ = 1, on a à compter les variations désignes dans la snite 

■•(Y) 



..p r(Y + i) _ !■(,) 
T ri.'-i-:>r<.S>^'> r{>)i'(P)' 

(. + .)(P + .) r(T + -j) r(7) 

■/(■( + >) r(a + »)r(p+») r(i. H-, )!■(? + .)' 

:.(» + .)P(|i-i-a) r(Y + a) ='Pr(7l 

y(Y + i)(T-n) r(. + 3)r(p-t-3) r(a + 2)r(P-n)' 

(.-i-i)(^-i-3)fS-i-i)(p+3) r(Y-i-j) ^ (.-i-i)(p-i-i)r(7) 

-,..., (Y + 3) rFÏTmfTT) r(. + 3)r(p+3)' 

.(.-i-»)(.^<)^(P+j)(P-i-0 r(Y + 5) _ .(»^î)P(P+2)r(T) 

Y.-.(ï-^4) ri.H-5)r(p+-5) r(i.+ 4)rtP + 4) 



=.(c + .)(« + »)(« + 3) J(P + i)(P + ï)(S^ 3) 
el, puisqu'il ne s'agit que des signes, j'ai entîn la suite 

., I, -If, -(H-.)(P + .), .-H(X+2);(P + 1), 

+ (. + i)(. + 3M,S+.)(fl + 3), -.(■ + ï)(> + 4)f(? + î)(?-i-4), .... 
tandis que, pour ^ ^^ o, on a la suite 

' T ' •((•I+i) ' -/(v + ijCY + a) ' 

(. + i)(.-t-3)(|i + i)(p-t-3; 

Y(Y-h.)(Y + »Ky + 3) ' 

Il reste une discussion à faire, plusieurs cas sont à distinguer. 

Je ne l'ai pas complètement faite, mais, dans les cas que j'ai 

examinés, j'ai trouvé des résultats conformes à la règle de M. Klein. 

Je reviendrai plus tard sur la question des racines imaginaires. 

En ce moment je ne peux guère que réfléchir vaguement et faire 

des projets, mais je dois renoncer à serrer les difficultés de près. 
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l3$ CORRESPOIfDAIVCE D'HERHITE ET DE STIELTJES. 

Mon pli(S grand souci est toujours d'avoir terminé vers juin ou 
juillet les sept premiers Chapitres de ma théorie des nombres, 
embrassant la partie élémentaire. Je pourrai respirer alors plus 
librement et m'abîmer dans l'étude de la fonction ^ et des nombres 
premiers. 

Pendant la journée d'hier le thermomètre a marqué jusqu'à 
— 1 3", cette nuit il est allé jusqu'à — i Ci". 

En faisant les meilleurs vœux pour votre santé, je vous prie de 
vouloir bien me croire votre tout dévoué. 



- HEIiMITE A. STIELTJES. 



Mon cher Ami, 

Les épreuves de la vie n'épargnent point les algébristes et je suis 
encore sous l'impression d'une mort survenue dans ma famille la 
semaine dernière, mais je ne dois pas tarder plus longtemps à vous 
dire que votre démonstration du beau résultat de M. Klein est 
extrêmement remarquable et vous fera grand honneur. Une partie 
de votre analyse, l'emploi des dérivées successives de l'équation 
différentielle du second ordre de la série de Gauss, s'était présentée 
à mon esprit, en me rappelant un passage de V Algèbre de Serret, 
où est établie la «éalité des racines de X„= o au moyen de 

mais je n'ai fait qu'entrevoir, sans le suivre, le chemin qui vous a 
si bien conduit au but. Quant aux racines imaginaires je n'aperçois 
rien, je suppose seulement que vous ferez usage de l'expression 

par une intégrale définie / s"~'(i — ^)~""'T~'(i ^sa^)P</z qui 

vous donnera, comme on dit, du fil à retordre. 

Je vous fais également mon compliment sur votre article des 
Annales dont l'épreuve m'a été envoyée et qui concerne Q''(;r)^ o. 
Vous avez jeté une vive lumière sur la nature analytique de la fonc- 
tion de seconde espèce, et tandis que j'ai esquivé les difficultés, 
par l'emploi d'une substitution, vous les avez abordées et sur- 
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monlées en ne craignant point de les regarder en face. Je serai très 
content de joindre \otre article au mien en l'envoyant à mes amis 
inathématicfues, qui le liront avec le plus grand întf^rèt. 
Permettez-moi de revenir sur l'équalion 

où je pose 

en déterminant les coefficients par la condition qu'elle admette les 
n racines de la formule de transformation ^^^ = ^ ■ Ces coefficients 
seront donc des fonctions rationnelles de y, et l'équation 

ne contenant que des puissances paires de x, contiendra le facteur 
j- — Y^' On peut donc écrire 

en admettant, comme on le peut, que le coefficient de x" dans U 
soit égal à l'unité. 

Soit maintenant ^ = o, ce qui donne 

ArM(i-/')(.- /'r') = (' -r-)(j - i'r')^iny'^'(j'), 

Vj étant la valeur de U pour 37 =: o, on voit ainsi que 6 (y) est une 
fonction rationnelle de y, c'est cette fonction que je veux obtenir. 
Je pose à cet efi'et _j' ^ snf^i Ij, les racines x deviennent donc 
sn^ii, sn'(« + 4w), sn*[« + 4("^ 0*^] °'^ *^ ^^^ ^^ quantité 



considérée, donne, pour l'argument de la racine cherchée, la 
somme ii -^M-i-4w+ H + Sw-l-. . ., c'est-à-dire h u, ahs traction 
faite des périodes. 11 est donc démontré que la substitution dont 
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l4o CORSESPOnilANGE D H8BHITB ET DE STIELTJRS. 

j'ai fait usage y=:sn(^,l) a pour conséqueace que l'on a 
X = sa(nu)cl qu'en faisant^ = 6, (a;) la formule x = 9(_/) est la 
substitution coniplémenlaire. 

Ce point établi, soit /, le module relatif à la substitution com- 
plémentaire, en changeant / en /,, nous aurons 

où le second membre est le même que dans l'équation précédente 
sauf la permutation de x eiy. On parvient ainsi à cette singulière 
conclusion, au point de vue algébrique, que l'expression 

où les coefficients ont été déterminés par la condition d'admettre 
les racines de y = ^> se reproduit en changeant l en l,, et per- 
mutant a; et jr. 

Les cahiers des Acta comprenant les Mémoires de Poincaré et 
d'Appell ont tous les deux paru; ce sont, à mon avis, deux cbcfs- 
d'œuvre qui jettent le plus vif éclat sur l'Analyse française. 

Croyez-moi toujours, mon cbcr ami, \otre bien affectueuse m ont 
dévoué. 

293, — STIELTJES A HERMITE. 



Cheu m. 

Veuillez bien accepter mes très sincères remerciments pour le 
beau cadeau que vous venez de me faire en m'envoyant la qua- 
trième édition de votre Cours à la Sorbonne, Malheureusement, 
quoique j'étudie beaucoup, je n'ai lien d'achevé sous la main pour 
vous témoigner d'une manière plus sérieuse ma vive reconnaissance, 
et à ma grande honte je dois l'avouer. Dans cette pénurie, per- 
mettez-moi de dire seulement quelques mots siir la proposition de 
M, TchebjchefT concernant les minima de l'expression 
x — ay~-i. 
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Il s'agit de satisfaire aussi esaclement que possible à la coudiiion 

Rem})Iaçons a par une de ses fractions convergentes — i on aura 

ou bien, si je pose comme \oiis «a ^ N -i- rn ( | w ] <| - ) et si je 
néglige encore ra, 

m et n étant premiers entre eux, cette équation indéterminée est 
toujours possible et la solution générale est 

a^ = j;o-Hm(, y^y^-i-ni (( = o, ±; [, ti a, it 3, . . .)■ 
En disposant de f on obtient donc toujours une sulutiim a,', y 
telle f[ue 

Cela étant, il vient, si l'on pose 



d'où l'on conclut 

Remarque. — Si la différence entre « et le nombre entier le 
plus voisin était < — . N serait divisible par « e\.y=o. Mais cela 
n'arrivera donc jamais si l'on prend n suffisamment grand 

Au fond, il n'y a pas une grande différence avec votre démon- 
stration; tandis que je détermine x et y par la seule relation 
nx — my = N, vous les déterminez par 

nx — mj' = N, /l'-c — m'y = N'. 

Peut-être aî-je retrouvé ainsi la méthode de M. Tchebycheff, je 
ne saurais le dire. Quoi qu'il en soit, vous voudrez bien considérer 
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ceci comme une tentative, faite pour me rendre compte de l'origine 
de votre analyse el pour la retrouver. En effet, lorsque je n'avais 
pas votre texte sons la main, j'avais constaté une difficulté (cliez 
moi) pour retrouver vos formules. 

M. Hurvvitz a remarqué comme moi (et avant moi) que le théo- 
rème de M. Klein sur les racines de F{a, 6, c, «) := O s'obtient 
aisément à l'aide de la méthode de Slurm. Son travail est à l'im- 
pression, et j'attendrai donc pour voir s'il s'est occupé aussi des 
racines imaginaires. C'est à l'aide de la méthode de M. Klein elle- 
même que je crois voir comment il faudra préciser cette question 
des racines imaginaires. Mais je suis bien convaincu que tout ce 
qu'on pourra obtenir sera accessible aussi par la méthode qui 
consiste à calculer le nombre des racines à l'aide de la variation de 
l'argument. Il faudra recourir aux formules qui donnent la conti- 
nuation de la fonction dans les diverses parties du pian. Quant à 
la représentation de F(a, b, c, x) par l'intégrale définie dont vous 
pariez dans votre lettre, elle n'a lieu que sous certaines restrictions 
[et par exemple dans ce cas F(a,b,c,a:)^^o n'a aucune racine 
réelle entre o et i]. Cette circonstance me fait croire, sauf erreur, 
que l'intégrale définie en question ne pourra pas être bien utile 
dans ce cas. J'ai vu avec le plus grand intérêt le beau théorème 
d'Arithmétique de AI. Minkowski (') dans les Comptes rendus. 
Veuillez bien me croire votre ti'cs dévoué. 



293. - STIELTJES A HEIiMITE. 

Toulouse, i3 février iSgi, 
Cher Momsielli, 

Permettez-moi de faire une petite remarque sur la proposition 
de M. TchebychelF concernant le signe de l'expression 

(votre Cours, p. 47)- 

(') Note des éditeurs. — Le tLéoréme auquel il est fait allusion est le théo- 
rème lie M. Minkowski sur les fadeurs premiers critiques des discri minants. 
{Comptes rendus, 1. CXII, p. soij.) 
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\ cause de 

J ç(^)rf^ = («'-«)ç(«), 
c'est-à-dire 

(I) y [ç(r)-?(«)j./r = o, 

on a 

ou encore 

d'où l'on conclut la proposition de M. Tchebycheff. On peut dire 
aussi : L'expression ^ ne change pas en remplaçant f{x) par 
'p{^) -1- C, '^{■x) parij'(j;)-l- C Donc on peut remplacer 'f{x) par 
a{3^) — v(")' 'M^) P'''' 'î'C^) — 4'(")' ^* ^''*'* prend soin de dé- 
terminer u par la relation (1) on obtient ainsi la formule (a). 

Veuillez bien me croire votre bien dévoué. 
294. — HËRMITE A STIELTJES. 



Mon cher Ami, 

J'ai été appelé en Lorraine par la mort d'une de mes tantes, la 
dernière qui me restait et qui emporte avec elle les plus anciens 
souvenirs de ma vie, ceux de ma première enfance. 

En revenant du service mortuaire pour passer quelques jours en 
famille à Flanville, j'ai reçu la nouvelle désolante de la mort de 
M'"" Kovalewski, qui a été enlevée le 10 à 4'' du matin, par une 
pleuro-pneumonie. II y a à peu près quinze jours, je l'avais vue en 
pleine santé à son passage à Paris, lorsqu'elle revenait à Stockholm, 
faire son Cours à l'Université, après avoir passé à Cannes les 
vacances de Noël. Je vous ferai connaître ce qu'on ne manquera 
pas de m'apprendre sur ses derniers moments, et ce qu'on fera 
sans doute pour honorer sa mémoire. Mais celle perte déplorable 
pour la Science ne sera pas malheureusement la seule; je suis 
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informé que M, Weierslrass, depuis longtemps malade, est main- 
tenant dans nn étal déplorable et qu'on ne conserve plus d'espoir 
de le conserver. Je ressens le conti-e-coup de tantd'atteintes : sunt 
lacrymœ rerum et nientem mortalia tangunt. 

Votre étude Liblio graphique sur la théorie des nombres est 
excellente; rien de plus clair et de plus simple que voire expo- 
sition. J'éprouve, en vous lisant, le rare plaisir de voir apparaître, 
sous un jour extrêmement élémentaire, des notions nouvelles et 
importantes, et je neseraipoint seulà vous savoir grand gré d'avoir 
tiré des travaux de M. Smiih, pour la mettre au jour ainsi qu'elle 
le mérite, la notion des systèmes réduits. 

Mais j'ai surtout le devoir de vous remercier de lire ma nou- 
velle édition, et de me faire part des remarques que vous suggère 
cetie lecture. Les inadvertances et les erreurs n'y manquent point, 
parce que j'ai été paresseux et inattentif, et aussi à cause de l'im- 
possibilité de faire des corrections sur des épreuves en litho- 
graphie. Quand je ferai le second Volume de mon Cours j'espère 
réiissir à faire disparaître ces défauts, en même temps que je don- 
nerai place aux communications excellentes qiie je reçois de vous. 
L'introduction de 'f(u), dans la démonstration de Tchehycheff, 
est tout à fait neuve et inattendue, j'en profiterai pour mon Cours 
de cette année, 

Avez-vous lu dans les Acta les beaux Mémoires de Poincaré et 
d'Appell? 



l'^n vous priant, mon cher ami, de croire toujours à mon aB'ec- 



295. — STÏELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 19 février iRiji. 
Chel, Monsieur, 

J'ai été douloureusement impressionné par votre dernière lettre 
m'annonçant le nouveau deuil qui vous a frappé, et la mort si 
regrettable de M""* de Kovalewski. Dans un journal qu'on m'en- 
voie de la Hollande, j'ai trouvé quelques détails sur sa vie, elle 
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n'avail. que 38 ans et, ce que j'ignorais, il paraît qu'elle s'es 
occupée aussi de travaux littéraires. Je recueille avec piété tout ce 
qui a trait à elle, qui joignait à une modestie extrême tant de 
mérite. 

Le Mémoire de Poincaré sur le problème des trois corps est 
entre mes mains depuis un mois à peu près, elje l'étiulie. Comme 
je le prévoyais, c'est en grande partie à l'aide des méthodes ori- 
ginales qu'il a développées dans ses beaux Mémoires sur les courbes 
définies parles équations dîfférentielles(dansle Journal de Jordan) 
qu'il obtient ses principaux résultats, mais il j a beaucoup de choses 
nouvelles et j'ai été surtout frappé par la belle manière dont il établît 
maintenant l'existence des solutions périodiques. Cela est bien plus 
facile et clair que !a méthode qu'il avait d'abord suivie dans le 
Bulletin de Tisserand. Mais je n'ai pas encore approfondi tout le 
Mémoire, j'avance seulement peu à peu. J'allais presque dire là, 
nous avançons peu à peu, car mon excellent ami et collègue, 
M. Cosserai, l'éludie également et nous discutons souvent sur les 
points difiiciles que nous rencontrons. Vous vojez, Monsieur, 
que je suis bien loin de vouloir critiquer quelque chose dans ce 
beau Mémoire; j'apprends et je cherche à en profiter le mieux 
qu'il m'est possible 

Je ne dissimulerai point que j'ai été très content lorsque vous 
avez trouvé clair mon Chapitre sur la divisibilité des nombres. 
C'est en effet la seule chose que je puis chercher à atteindre. 

Je viens justement de recevoir voire objection contre ma démon- 
stration de la proposition de M. Tchehychell' { ' ). Vous vous serez 
aperçu certainement déjà qu'elle n'est poini fondée, après avoir 
posé 

Je n'ai nullement besoin de la quantité analogue à 
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mais je considère la valeur de '{-(x) pour a; = M ( non pour ^'^ «'). 
On « d'abord 

(,) l = (a'-a)J ^(i)[(ç(=5) -•(,.)] rf», 

mai» puisque 

(2, o=jr"[ç(i)-, («)]«!», 

il vieul, en mulliplianl (2) par («' — a)^(u) eL retranchant de (1), 

En considérant des sommes au lieu d'intégrales, ma démonstratiiin 
prendrait la forme suivante. Soient 

6,, b^, ..., b„ 

deux séries de n nombres, dont chacune est rangée par ordre de 
gi'andeur croissante ou décroissante, 



J 

_\lors en posant 
c'est-à-dire 



=»(i«"')-(i:-)(i") 



2(o;,->) = o, 



Supposons maintenant que a tombe entre «^ et ap+\ ; prenons 
alors une quantité ^ entre Op et bp^i (lorsque par hasard a = ap, 
on prendrait aussi ^ = bj,). Alors à cause de 
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.,.2;(». 



mais «A— «et 6*— (3 ont toujours mcme signe lorsque les séries 
des ai et des bj sonl toutes les deux croissantes ou décroissantes, 
et a* — a et 6a — ^ ont toujours signes contraires, lorsque l'une des 
séries est croissante, l'autre décroissante. Vous voyez que l'intro- 
duction de cette quantité ^ [ou '['(m)] est un point essentiel. 
L'identité analogue pour la démons Ira ti on de M. Franklin, qui se 
sert d'jnlégrales doubles, serait 

VeuillcTi bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mes sentiments très dévoues. 

l'.S. — Vous Irouvercz à Piiris les 3o llrages à part sur Q«(x). 



- lŒRMlTE A STIELTJES. 



Cher Ami, 

Je vous accuse réception des tirages ;'i pari des 3o exemplaires 
de votre article sur la fonction sphérique de seconde espèce, que 
je me ferai un plaisir d'envoyer avec le mien aussitôt que j'aurai 
reçu mon tirage à part qui ne m'a pas été donné jusqu'ici. 

Je vous ai déjà dit combien voire méthode et vos résultais m'in- 
téressent; la relation à laquelle vous parvenez en dernier lieu, 



/: 



'F'-lit)da 



= F(^)Qv(^), 



est extrêmement belle, et en elle-même et parce qu'elle montre 
que pour une valeur imaginaire œ:^a-{~ib le coefficient de i 
dans le produit F(.r)Q"(x1 est toujours de signe contraire à b. 
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Cela ressemble à la propriété d'une importance capitale de -^-t où 
le coefficient de i est toujours positif pour K- ^^ « + ib. 

Ai-je besoin de vous déclarer que vous avez miUe fois raison 
contre moi, et que mon objection à votre démonstration est sans 
aucun fondement, mais ce ne sera pas un motif pour que je vous 
écrive sans suffisamment réfléchir. Je n'ai pu encore me remettre 
au travail, et j'attends que le goût m'en revienne sans savoir s'il 

arrivera. Il me faudrait cependant terminer 

une nouvelle rédaction de ma Note elliptique, de la 6' édition de 
l'Ouvrage élémentaire de Lacroix, que j'ai commencée et inter- 
rompue sans l'avoir achevée. Je ferai tous mes efforts pour m'y 
mettre, les fonctions elliptiques étant encore, ce qui me semble, 
en ce moment le plus facile à aborder. J'ai été pendant longtemps 
le collègue de Serret comme examinateur d'admission à l'École 
Polytechnique, et je me sens tourmenté comme par un reproche 
de ne pointm'acquitter de cequeje dois à son souvenir. Permettez- 
moi, pour me mettre en irain, de vous demander s'il y aurait lieu 
de suivre cette idée qui m'a traversé l'esprit : Je considère la re- 
lation entre les modules pour la transformation du second ordre 

elle dcvleni 



?-u 



i + ïH"') 



Or, il m'a semblé voir qu'une telle relation ne peut être satisfaite, 
si l'on suppose que (p(w) soit une fonction uniforme dans tout le 
plan. D'où cette conséquence non inutile à remarquer que la pré- 
sence d'une coupure rend possibles des relations d'une certaine 
forme, d'une nature et d'un caractère de grande importance. 

J'ai su aussi que M'"* Kovalenski s'était occupée de travaux 
littéraires et avait composé un Ouvrage du plus grand intérêt dans 
lequel elle fait, sous un pseudonyme, le récit de sa propre vie ; cet 
Ouvrage devrait être traduit en français. Je vous ferai savoir, 
puisque vous l'avez connue et appréciée comme elle méritait de 
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l'être, ce que j'ap[jrendrai d'elle par M. Mlttag-Lcffier tiul a ilé 
son aini le plus proche. 

A.vec tous mes vœux pour votre santé et celle de votre famille, 
car l'influenza semble devoir revenir, et a même effleiTré, sans 
gravité heureusement, Picard et ses pelits-enfants, et en vous 
priant de me croire toujours votre bien affectueusement dévoué. 



- STIELTJES A HERMITF. 



Cher Monsieur, 



M. Poincaré a, le premier, appelé l'attention sur le fait suivant : 
si l'on a une série trigonométrique dont on a démontré la conver- 
gence, il ne s'ensuit nullement que la fonction qui est représentée 
par la série ne puisse croître au delà de toute limite. Ainsi, par 



exemple, la série 



f<'>-^---'4f) 



est évidemment convergente pour toute valeur de x, mais la fonc- 
tion f{x) peut croître au delà de toute limite, elle fait des oscil- 
lations qui finissent par devenir infiniment grandes. 

C'est tout autre chose de démontrer la convergence d'ime série, 
que d'étudier la marche de la fonction représentée par cette série. 
Cette dernière question est ordinairement beaucoup plus difficile. 



Permettez-moi de vous signaler comment cette même difficulté 
se présente dans une autre occasion. Soit Y{x) quelque fonction 
numérique croissant indéfiniment {par exemple, le nombre des 
nombres premiers inférieurs à x) et supposons qu'à l'aide des 
méthodes de Riemann on ait obtenu un développement 

les ]>«(-») étant des fonctions oscillantes. Supposons qu'on ait 
démontre rigoureusement la convergence de la série et ainsi 
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Vexactitude de celle relation (i). Ce sera certainement un 
résultat fort intéressant, mais on ne saurait en conclure encore 
niEM sur la marcbe de la fonction F(a^), pas même en conclure 
que H[x) est la valeur asyniptotique de F(x), c'est-à-dire 

En elTel, on a bien démonUé la convergence de la série 

mais la somme de cette série est une fonction qui finit par faire 
des oscillations dont l'amplitude croît au delà de tonte limÎLe, il 
faudrait les évaluer à peu près, ou au moins démontrer que 

Mais celle recherche me paraît hérissée de difficultés injl- 
niment plus grandes que la démonstration de la convergence 

de la série ^a„(^); je crains qu'elle soiL à peu près inabordable. 

Je crois que pour trouver vraiment la valeur asymptotique de F(x) 
il faut abandonner la voie suivie par Riemann et chercher ailleurs. 
Riemann s'est proposé le problème fort difficile d'obtenir une 
expression analytique exacte de F{3;) et il l'a résolu en effeL. 
Mais en se proposant le but plus modeste d'obtenir simplement 
l'expression asymptotique de F(;r), je crois qu'on peut obtenir des 
résultats, qui, au point de vue de la marche de F(:r), vont plus 
loin, car enfin, rigoureusement parlant, je ne vois pas qu'on 
puisse rien conclure de l'expression de Riemann, à moins de la 
compléter par des recherches qui me paraissent extrêmement dif- 
ficiles. Naturellement tout ce qui précède n'empêche pas qu'il y a 
grand intérêt à démontrer rigoureusement la formule de Biemann 
(quoiqu'on n'en puisse, suivant moi, rien conclure), surtout à cause 
delà connaissance plus approfondie de la fonction X,{s) qu'elle 
exigera . 
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J'apprends avec piaisir que l'on prépare une nouvelle édîlion du 
Livre de Lacroix; votre Note sur les fonctions elliptiques qui la 
termine me semble toujours le résumé le plus clair de celte 
théorie et je croîs que je Unirai à peu près par l'apprendre par 
cœur. Il est certain que certaines relations ne sont possibles que 
pour des fonctions admettant des coupures. Pour la relation 



(') 



^?'(") 

+ ÇV'"}' 



je vois bien d'abord que ^(w) ne saurait être holomorphe dans 
tout le plan, car y(w) ne pourrait prendre aucune des quatre 

valeurs (—1)'. Ensuite, si to, est un pôle, — est un zéro, par 

conséquent —, ~, —^, ■■■ «ont aussi des zéros, donc néces- 
' 24a 

sairement 6)^=0 esl un. point singulier essentiel. Cependant, en 

ce moment, je ne vois pas plus loin, et je ne sais pas conclure la 

nécessité d'une ligne essentielle seulement de la relation (1). Mais 

n'j faites pas attention, car je n'ai pas réfléchi suffisamment sur la 

question. 

Vous donnez, dans votre Cours, la relation élégante (p. 1 ifi) 



^v'^ ("<-0- 



je trouve qu on a 



(aussi lorsque n n'est pas entier). 

Pour « ^ I , ^(i) = ^ = 1 , 27324 . . . , 
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J'obliens ces formules en prenai 
mules plus générales 






K-?-^DK-^-l)'--"^ffe 



j'en donnerai la déduclion dans nne Noie que je vais rédiger. 

Je viens de recevoir les dernières feuilles de Halphen, j'espère 
vous les renvoyer ce soir. 

En faisant mes meilleurs vœux pour le prompl rétablissement 
de M. Picard et de sa famille, je vous renouvelle, cher Monsieur, 
l'assurance de mon entier dévouement. 
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-M. Wcicrstrass qui s'était réservé l'étude du Mémoire de 

Poiucaré et avait revendiqué l'honneur d'écrire le rapport comme 
ajani proposé la question, est maliieureusemenl liors d'état de 
s'occuper de mathématiques et je ne puis rien lui demander. 
M'"* Kovalewski l'a vu en passant par Berlin quand elle est 
retournée en Suède, et a fait savoir à M. MiUag-Lel'Iler qu'elle 
l'avait trouvé dans un état pitoyable, plus malheureux et plus 
malade que jamais. Celait elle, hélas, qui était menacée et devait 
mourir la première. Vous verrez, par la traduction ci-jointe d'un 
journal suédois, les honneurs qui lui ont été justement rendus; 
M. Miltag-Leffler m'informe aussi qu'on se propose de publier 
une édition de ses œuvres et d'élever un monument pour per- 
pétuer sa mémoire. 

Vos réflexions au sujet de la formule obtenue par Riemann pour 
représenter F(a^) sont extrêmement justes et accablantes malheu- 
reusement pour ces fonctions oscillantes d'un si continuel usage. 
Je vous demanderai toutefois si cette formule ne serait pas sus- 
ceptible de fournir un résultat numérique qu'il serait très inté- 
ressant de rapprocher des évaluations du nombre des nombres 
premiers faites il y a peu d'années par M. Glaisher et je crois aussi 
par M. Meissel ('). J'ai le souvenir parfaitement précis que Rie- 
mann, quand je l'ai vu à Paris, me disait que, sans un travail 
excessif, sa formule pouvait être mise en nombres; là-dessns, il 
n'y a point meilleur juge que vous. 

Je suis enchanté de vos développements en fractions continues 
d'où vous tirez, en particulier, le calcul de -i bien que l'approxi- 
mation semble marcher bien lentement, d'après les valeurs des 



( ' ) Note des éditeurs. ~- Les iravaus de Meissel sont contenus dans les Tome II 
et III des Math. Annalen et ceux de Glaisher dans l'année 1880 des Cambridge 
Philos. Societ. Proceedings. 
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rOduitcs (jue vous me donnez. Mais je n'ai anciine idée de la voie 
qui mène aux résultats d'une grande élégance que vous avez 
découverts ; lord Brouncker dit, je crois, que son développement en 
fraction continue n'est qu'une transformation identique de la for- 
mule de Wallis; feriez-vous usage des produits infinis? 

J'ai bien de la peine à me remettre à l'ouvrage, les idées 
ne me viennent point, j'aLandonne mon projet d'étudier la 
relation «M — ) = — ■ / , > afin de m'occuper de niii Note de 
Lacroix, mais je le fais avec ennui et sans goût. 

En vous remerciant de votre bon intérêt pour la santé des petits 
Picard, qui vont maintenant on ne peut mieux, en vous envoyant 
mes vœux pour les vôtres, dont je vous demanderai les noms, et 
avec l'assurance de mon afiection la plus sincère et la plus dévouée. 

J'ai reçu dimanche les épreuves d'Halphen- 

299. — STIËLTJES A /{ERMITE. 

Toulouse, 'h mars 1891. 
Chek Monsieur, 

Mille remercîmenls pour votre lettre et la traduction du Journal 
suédois, que je retournerai dans quelques jours. Mais je dois sur- 
tout vous demander de considérer comme non avenu l'envoi des 
feuilles corrigées d'Halphen, M. Jordan, en effet, vient de m'en- 
vojerle manuscrit et les feuilles précédentes. La semaine dernière, 
je n'avais ni l'un ni l'autre et, dans ces conditions, une correction 
sérieuse s'étendant à l'exactitude de toutes les formules était impos- 
sible. J'avais complètement oublié la signification de certains 
symboles, et ma revision ne pouvait porter que sur la forme 
plutôt que sur le fond. Dans quelques jours, je vous adresserai 
donc de nouveau ces feuilles; cette fois-ci je pourrai garantir 
l'exactitude du texte. 

Je dois ajouter quelques mots sur la formule de Ricmann. T^a 
comparaison de cette formule avec les tables (en négligeant les 
termes oscillants) a montré le plus grand accord; ainsi, toute 
personne qui a fait ces calculs, sera, pour ainsi dire, moralement 
convaincue que li[x) est l'expression asjmptotiqiie de ^(x) ou 
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mieux de 

G(ir) = F(^)-;-JF(^')-i-^FU») --.... 

Mais, si vous me demandez si c'est là une démonstration, dans 
le sens rigoureux du mot, la réponse ne peut être que non; rien 
n'est prouvé de eelle manière. El, pour modérer aussi un peu le 
degré de confiance qu'on peut accorder à de tels calculs, j'ajouterai 
que l'accord observé est presque trop grand; car on peut démon- 
trer rigoureusement que le rapport 

' T' 

OÙ s est un nombre fixe, plus petit que ~ ("mais pomant différer 
de - aussi peu que l'on voudra), ne peut pas rester fini 
jiour ^ ^ OD, mais doit croître nécessairement au delà de toute 
limite. Or, d'après les calculs que l'on a faits, on ne s'en douterait 
pas et l'on pourrait croire que ce rapport reste très petit ou même 
tendrait vers zéro. Cependant, cela n'est pas vrai et ce que j'ai dit 
plus haut est absolument certain. 

Les termes oscillants de la série infinie de Riemann sontcltaciin 
séparément de l'ordre x' . Sil'on admet que la somme de la série, 
elle aussi, n'est pas d'un ordre supérieur, il s'ensuivrait que le rap- 
port (A) tendrait vers zéro lorsque s est > -■ Les calculs faits 
donnent beaucoup de vraisemblance à celte supposition; en effet, 
j'ai dil déjà que l'accord est tel que l'on ne se douterait pas que 
le rapport doit croiti'e au delà de toute limite, dès que s est un 
peu plus petit que ~ • Mais il n'est pas démontré que 

En i885, je n'ai pu aller que jusqu'à voir que certainement 
lim(A) = o lorscjue s> -■ 

J'ai vainement chercbé alors à abaisser la limite 7 à-, mais je 
ne doutais pas un instant alors (sur la foi des calculs uuraénqucs) 
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que celle réduction ne fût possible et que, e (Te c lavement, on a 
livii(A-) = o, pour ^>^- 

En ce moment, sans avoir repris encore mes recherches, il me pa- 
raît presque que ma confiance d'alors était peut-être exagérée. Enfin 
de compte, les raisons qui plaident pour la limite - ne sont pas très 
sérieuses; j'admets volonliers que ma limite y n'est pas ia vraie 
limite, mais cette vraie limite, on n'en sait rien, elle est incom- 
mensurable peut-être? c'esl là un grand mystère. J'espère que dans 
uu an j'en saurai un peu plus. 

J'obtiens mes fractions continues à l'aide d'intégrales définies; 
je les ai renconti'ées en faisant des calculs un peu au hasard. Ces 
résultats ont on certain intérêt pour moi, car je rassemble le plus 
grand nombre possible de fractions continues de loi simple, sur- 
tout pour étudier leur convergence dans le cas des valeurs imagi- 
naires. Dans quelques cas d'un caractère assez général, j'ai réussi; 
l'intérêt des exemples nouveaux est que ma méthode n'y paraît />«s 
applicable, en sorte qu'il faudra chercher une méthode nouvelle. 
Il me semble cependant extrêmement probable, d'après ce que j'ai 
vu dans d'autres cas, que les formules 






ont lieu tant que la partie réelle de œ est positive. Vous remar- 
querez que, pour ^ = i , la convergence est bien lente, mais, dès 
que j: est un peu grand, la convergence devient bien rapide, c'est 
comme pour la série de Stirling, mais ici, il y a toujours conver- 
gence tant que x est réel et >-o. Du reste, la série de Stirling, 
elle-même, devient convergente si on la réduit en fraction continue, 
mais je crois bien vous l'avoir dit déjà. 

Il est assez singulier que lord Brounckcr rattache sa for- 
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vav Iii Lranaformalion scinMe assez cacliée, tandis que Fidentitt 
«lEuler 



■c qui est ad fond la formule de BrouiicKer, mais qui pai 
linsi plus immédiate ment de la série de Leibnitz. 
Mes formules donnent aussi 



Pour a: = o on a la formule de Brouncker, cl je eoiistate que, 
lorsque a: est entier impair, la fraction continue reproduit exacte- 
ment la valeur dr i qu'il faut. Je ne me reads pas bien eompte de 
la nature analytique de cette formule, peut-être qu'elle repré- 
sente iang -^ pour toute valeur réelle ou imaginaire de ;r, à peu 
près comme la décomposition en fractions simples. J'ajoute que la 
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foriiHilc de votre Cours (p. 293) 



ne met pas en évidence les zéros de la fonction comme la formule 
pour le sinus, mais la somme des n premiers termes de la série est 
le polynôme de degré n — i qui pour 

,r = ^* l>L-end la valeur (—1)* [A = o, 1,2, ...,(„ — i)]. 
11 y a quelque chose d'analogiie, si l'on considère les réduites 
de la fraction continue pour tang -^- Vous voyez qu'on serait 
ainsi conduit à considérer la question de déterminer une fonction 
entière, non par ses zéros, comme dans la formule de M. Weier- 
strass, mais en se donnant les valeurs qu'elle prend pour une série 
infînie de valeurs de la variable. Je vois que la question a été 
traitée déjà par un géomètre suédois (Bendisson?) dans les Acla. 
Mais je me laisse aller à un bavardage qui doit vous fatiguer. Heu- 
reusement je peux vous donner de bonnes nouvelles de ma 
fymille. Antoine et Edith se rappellent toujours Paris, et certain 
chat qui jouait du violon a fait une profonde impression sur leur 



- HERMITE A STIELTJES. 

Paris, 6 mars iSi)!. 



Chei 



n me faut aiouer n'avoir en moi aucune lumière sur la question 
A difficile qui vous occupe de déterminer s de manière que le 
rapport (A) soit nul pour x infini, et je ne puis aucunement 
soupçonner de quelle manière vous établissez qu'il croit indéfini- 
ment pour s>-' Et c'est un autre mystère que l'étonnante 
approximation donnée par/((x) qui est je crois / j — ~; en vous 
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suivanl avec tant de plaisir et si facilement sur d'autres routes, je 
vous laisse avec regrets suivre tout seul votre cliemin vers une 
contrée où tout m'est inconnu, mais je me dédommage avec les 
fractions continues. Je me permets de vous demander si vous avez 
considère, dans ces beaux développements 






,.(, 



--^i r^--^ 



K-^?-l)^(^-°-D"- 



r(o + +) 



le Ciis particulier de ^ = —qui conduit a 

~-- — j-J inverses l'une de l'autre et qui se ramènent au fond 

Je vous réclamerai aussi l'expression sous forme de fractioncon- 
linue de la série de Stirling que vous ne m'avez pas communiquée; 
je suis curieux de voir si en conquérant la convergence pour toute 
valeur de la variable, une impitoyable, une inéluctable fatalité ne 
vous l'a point livrée inutile, insuffisante et comme mourante. C'est 
dans le Cours de la Sorbonne de Serret, Calcul différentiel et inté- 
gral, que sera reproduite mon ancienne Note de Lacroix, où elle 
sera mieux à sa place. J'ai modifié la page 4^, au sujet de l'expres- 
sion du module en fonction de w := -rr-. en remarquant que si l'on 
pose ( ') J = / —=^ et ■ - — - ^= -^> ou obtient des séries dont 



leffîcients sont comuiensurables, 



(1) IVo/e de Stieltjes. — ] 
dans les formules de Jjcobi. 



3,. 
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|„n. celle-ci 

*.,-.. ^_..+ .»-4^j.+ i|s.-.,., 

qui offre la propriété suivante. Changeons co en , ^devient i^ 

comme on voit aisément, mais en même temps k'-k'~ se clmnge 
en .. . I de sorte que 

iC/cV,'i .1 ' ■ ■ ;j' ir,^ ^■ 

C'est une certaine ressemblance avec la série exponentielle, mais 
ce qui m'intéresse très vivement, ce sont les coefficients numé- 
riques de ces développements, que je suis tenté de rapproclier des 
nombres de Bernoulli. Je les obtiens par une voie extrêmement 
lente et pénible en partant des formules du § 29 des Fundamenta 

K= j/,-.- -^-^ _iV_ _!_...') _JL/? _^ 3^.g' _^.. V 

où y ^ I — ■ a/i- et recourant à la méthode humiliante du retour 
des suites. Vous voyez qu'on aurait aussi K et K' au moyen de 
cette même variable Ç. 

Vous nous avez rendu le plus grand service en renvoyant les 
épreuves d'Halphen, mais je suis extrêmement content que votre 
travail qui vous a donné tant de peine ait pris fin, et que voiis 
puissiez vous occuper plus librement de (j:[x) et de l'exposant s. 

En vous renouvelant l'assurance de ma plus sincère affection. 



301. — STIELTJES A HERMITE. 
Toulouse, 9 

ClIEIl MOP-SIEUR, 

Votre remarque que la série 

,.i,i.'^ ,f. oEi '^i-s 'yf''- lSG8,, 1 
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donne la valeur inverse en remplaçant ^^ par — ^^ m'a fait consi- 
dérer la série log(4A"^i^*) qui ne doit renfermer que les puis- 
sances ^''"+*. En posant 

r._A. ^. 



et de là, on pourrait conclure encore les coefficients de Ç" et Ç'*, 
dans le développement de ^k'^k'^ ; mais j'ai trouvé plus facile de 

calculer directement a, ^, y, S, , sans passer par la série 

qui donne 4^*^'*- 11 semble bien que les coefficients a, p, y, S, ..., 
ont des valeurs plus simples que les coefficients dans le développe- 
ment de ^k^k''^. Mais le procédé pour calculer les coefficients de 
ces développements est Lien humiliant comme vous le dites et ne 
donne aucune lumière sur leur valeur. Ainsi il semble que les 
coefficients de .,.,,„ et de log ( 7-7-777; 1 soient tous positifs. Mais 
je ne vois aucun moyen pour le démontrer. 

Les séries procédant suivant les puissances de c, sont- conver- 
gentes sous la condition 

4.1^ , /■' rJx 



l^i<Ç '■=/ 



It est donc à présumer que le rapport de deux coefflcients con- 
sécutifs doit tendre vers ^ — ^r^ ou vers r^i mais il faudrait 

'■ "«"' 12,9371 



pousser beaucoup plus loin les calculs, semble-t-il, pour que cette 
tendance se manifeste. Cependant, aussi sous ce rapport, le déve- 
loppement de log(4^*A:'*) paraît plus régulier. 

Je n'avais pas songé du tout à poser x= — dans mes fractions 

continues, pour avoir le développement de ~ y|; les expres- 
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sions que Ton obtient ainsi ne rentrent pas dans les types lIc 
fracllons conlinues que j'ai étudiées jusqu'ici et demanderont un 
nouvel examen. 

Je \ous adresse en même temps les feuilles corrigées d'Halphen, 
je ne crois pas qu'il reste encore des fautes. Enfin, je remets aune 
autre fois pour vous parler plus amplement des fractions continues 
et de la série de Stirling. Crojez-moi Lien voire très dévoué. 

P. -S. — Méthode de calcul pour les coeflicienls a, [ï, y, 5, .... 
On a d'après vos notations 

Or, d'après des formules de transfonnatîon de la série hyper- 
géométrique [Goursat, Thèse, p. 120 (fonn. 4^)] 

donc en posaul 



,42 9ï5i 



'Si!l ,„ 993 il" 



(1) -los(a"*'')=» 
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et il ne reste qu'à substituer les valeurs 



obtenues à l'aide de (i) et finalement d'introduire ^ au lieu de /,. 
J'écrirai encore les coefficients de Ç'* et ^'* dans le développement 
de ^k^k'-" 

'*^ * -•--'^^■■■-33.5=.7.ii.i3^ ""3>.:>^.7.,..i3^ ■ 
303. — HERMITE A STIELTJES. 



Vos calculs m'ont fait le plus grand plaisir, jamais l'idée ne me 
serait venue d'introduire la série de Gauss et de faire usage des 
belles relations de Goursai, et puis vous êtes calcula Indefessus! 
Votre remarque que \o^{^k''k'^) n'a que des termes de la 
forme 5^"+^ ^g^ excellente : a, ^, y ^ont merveilleusement simples, 
mais S commence à faire regretter la confiance que les premiers 
coefficients pourraient donner. C'est une déception que j'ai eue, 
dans un calcul tout voisin comme vous allez voir. Soit S et S' les 
séries de Jacobl dans le § 29 des Fundamenta qui donnent 



On aura, je le remarque d'abord, 

K— ï < _ t: S' __ TT^ 

ou bien 



ei la condition qu'en faisant iii^='j.-\- i'^, p soit positif donne 
aJ. .■ + (? + ,)■■ 



rfï<' «" \x\<- 
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tandis rjoe vous trouvez ^- Mais voici le point qui m'a intéressé 
et bien atlristé. Ayant S' := S ç, il vient 

ce qui conduit à exprimer S an moyen de S, or je trouve 



En présence de cet horrible 
calculs, espérant qu'il y avait quelque erreur, mais en vain, et 
je crois décidémentqu'il faut, quoi qu'il en coûte, le subir. 

Je crois fermement que tous vos numérateurs, dans le développe- 
ment de 4 ^^ ^'^1 sont divisibles par 4 : partagez-vous mon espoir, à 
un degré si faible qu'il soit, que ces coefficients auront un rôle? 
Dans ce cas, j'aimerais extrêmement que vos résultats soient 
l'objet d'une Note, et que je ne sois pas seul à en profiter et à m'en 
délecter. En me réservant d'y revenir après y avoir de nouveau 
réfléchi, je vous renouvelle, mon cher ami, l'assurance de tout 
mon dévouement. 



— HËRMITE A STIETJES. 
{Carte Postule.) 



Cheu Ami, 



En posant k^=zf{^) er. désignant par a-\-ib un entiei 
plexe, l'équation modulaire pour la transformation d'ordre a 
donne iine relation algébrique entre_/(ï) et/( ^ . ; U* 



304. — STIELTJES A HERMITE. 

Cher Mohsieur, '^""' °''"'' " '"^'"' '*'^'' 

En réfléchissant encore sur vos séries si singulières qui pro- 
cèdent suivant les puissances de 5, je suis devenu un peu pessi- 



dbyGOOglC 



LETTRE 304. l65 

mistc, et il me semble peu probable qu'on puisse approfondir la 
loi des coefficients. 

Mais d'abord, il n'y a, entre nous, aucune différence quant au 
rayon de convergence. Dans votre première Lettre vous avez 
employé la lettre J dans deux sens différents, en écrivant d'abord 

et en écrivant ensuite les formules de Jacobi, 

K.„,„-...,,H-^(Î*...), 

-'o Vi — isiii'i? -^0 V' — ^^ 

Dans ma Lettre, j'avais accepte votre première définition 

de J^ / — et de là la différence entre nous, qui n'est 

qu'apparente. Les données numériques 

lll<2,i884, ISM<l,78y3, |SM<22,937i 

restent exactes. 

Si je considère maintenant la série 

il semble bien que les coefficients soient tous positifs, du moins 
c'est constaté jusqu'au terme en ?'" inclusivement. Mais cette 
série représente une fonction qui n'existe pas en dehors du cercle 
de convergence, et cela me fait croire maintenant qu'il pourrait 
très bien arriver que le rapport de deux coefficients consécutifs, 
au lieu de tendre vers - v -: . -i est tantôt plus grand, tantôt plus 
petit que ■:■ - ^- ^ ••- sans tendre vers une limite. Dans les séries 
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qui, elles aussi, représentent des fondions qui n'exlslenl que 
pour [;c I <^i, vous voyez que ce rapport c«+i '. c,i n'a aucun sens. 
En présence donc de séries si singulières, et d'une nature si diffé- 
rente de celles qu'on rencontre ordinairement, il me semble pru- 
dent de réserver mon opinion. Je me propose de pousser encore 
un peu plus loin les calculs lorsque j'aurai un peu de loisir. 
Votre déception à l'égard de la série 



S =1 



.i!_ 



montre bien qu'il faut être bien réservé; après tout, il se pourrait 
que dans le développement de ■ , ^ -j , - il j ait des coefficients 
négatifs. Je vous avouerai môme que je ne serais pas fâché d'en 
rencontrer un, car, dans le cas contraire, je serai toujours tenté de 
croire qu'ils sont tous positifs et désolé de ne pouvoir le démontrer. 
Quant au rôle que ces coefficients peuvent avoir, je n'ose vrai- 
ment exprimer aucune opinion. Ayant 

ou, en posant 



m.i.i.':) ' 



je remarque que ,î;'^f -,-;j-. a:} est aussi une intégrale de l'éqiia^ 
tion différentielle linéaire 

à laquelle satisfait ^/^'> \, -, x\- Donc \ est le quotient de deux 
solutions de (i) — ■ 

D'après les calculs de M. Schwarz (Œuvres, t. II, p. 218-230) 
on a donc 



(te d^' 



KS)' 
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et Vinlégràle générale est 

Si l'on prend Ç comme variable indépendante on trouve 
(3) 






y^{,_,^) 1(1- 



On pourrait se servit- de (3) pour obtenir le développement 

yî = 3^ = 4^2- 8?' ^-...-=I-4A=^-'^ 

mais les calculs sont atroces. Au contraire, le développement de ^ 

pourrait s'obtenir sans trop de difficulté à l'aide de (3), en imitant 
le procédé de M. Schvvarz [(Mupres, t. II, p. 226-228). On recon- 
naît ainsi que tous les coefficients a, j3, y, . . . sont positifs, ce 
qu'on ne voit pas a priori en divisant les deux séries hypergéomé- 
triques. Mais ce n'est pas cela [ce] qu'il faut et, en désespoir, 
j'abandonne ce sujet trop difficile. Je me bornerai à calculer 
quelques coefficients nouveaux dans le développement de ^k-k'^ 
en passant par le pont de l'Ane. 

Vous aurez certainement reçu maintenant les épreuves de Hal- 
phen; pour toute sécurité j'en ai gardé encore un exemplaire. 
Votre bien dévoué. 

P. -S. — Je me suis amusé à quelques vérifications numériques 
dont voici une : 

En posant k^ sina, il vient 



Pour ^ ^ sin 1 5", j'ai 

K':K = i/3 = tang6o°, 
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d'où 



logÇ = 9,768(870 

à quelques unités du 8*-' ordre près, j'ai 



£'=0,343 853 94 

ï=:[5= 27;o38 

^l'iS.','.?- 9,6 

97S'*;3^5'.7.ii.i3= 8 



d'autre part 



0,34657351 



^- -logsinaoi = ^loga =o,3j6 573 59. . 



Peut-être, dans ma Lettre, je n'ai pas exprimé assez clairement 
mon opinion qui est celle-ci : la circonstance que les fonctions 
n'existent pas en dehors du cercle de convergence pourrait bien 
se traduire par des singularités extrêmes dans la loi des coeffi- 
cients des séries. 



305. - STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, lî mars 1S91. 

Ghiîu Monsieur, 

Mille remercîments pour votre énoncé. Comme vous allez voir, 
il m'a été bien utile. J'avais fait le raisonnement suivant. En cher- 
chant une transformation 



qui fait correspondre oii ^ [ à w =^ i, on est conduit à poser 



^-e^)(s^)- 



C'est là naturellement aussi votre raisonnement. Mais j'ai été 
arrêté, voici comment. La quantité 5 et la quantité £1^ pÇ 
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s'annulent en même tem]is, 11 faudrait donc que, poiir /,■-= -. 
l'un des modules transformés donnât aussi A-^ ^=: - fou toiit au 
moins une des valeurs -i 2, — 1 qui se déduisent de - par une 
substitution linéaire)- Or, je ne sais pourquoi (peut-être par un 
vague souvenir de quelque caleul numérique mais qui a dil être 
faux) cela ne me paraissait pas vrai. Je croyais savoir que, 
pour k-= -, il n'est pas vrai qu'une des valeurs l^ est t= -• 
Donc, malgré la simplicité du raisonnement, j'ai cru à quelque 
erreur et j'ai laissé les choses dans cet état. Si forte était ma pré- 
vention que, lorsque j'ai reçu votre énoncé, j'avais d'abord de 
forts doutes. Mais vous m'avez obligé à examiner la question et je 
viens de reconnaître que j'étais complètement dans l'erreur et vous 
avez raison. Effectivement, pour /■-=: -, l'équation entre \/k et \/l 

donne pour \fî deux racines égales à \/k et cela s'explique main- 
tenant aisément; la ti-an s formation correspond alors à la multipli- 
cation complexe par a ±: bi. Aussi M. Joubert (5«'' les équations, 
etc., 1876) remai-que que pour k'' :^ -. w =; ( l'équation du mul- 
tiplicateur a deux racines « ± bi et les autres deviennent égales 
deux à deux (p. 102), Déjà cette remarque se trouve en germe 
chez Jacobi pour le cas «"-]- 6=— 5 {^(MHv'res, l. I, p. 234). 
Du reste, à l'aide de la formule 



rifié que pour 

" = "'• '•'"■^' (..c„.îî + i.i„H:), 

,ienl 

'^ï' = \^-^ (positif i-cel), 

éralement cela doit arriver pour deux valeurs de /■ en posant 
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11 serait intéressant de connaître ces valeurs de i". on les 
trouvera, je crois, sans difficulté; je pense c|nc ce seront les 
valeurs r^^^b (b impair, p ^a^-\- b^). 

Mais vous allez certainement éclaircir toutes les questions qui 

se présentent ici; cette relation entre /(?) et /( j-.^\ don- 

nera-t-elle les coefficients du développement de /(^) ou don- 
nera-t-elle seulement des identités. Peut-être cette dernière alter- 
native est plus probable, la connaissance du développement dey(^) 
pourrait alors servir réciproquement à déterminer les coefficients 
dans la relation entre y(S) et/(5i). En tout cas la décomposition 
de l'équation modulaire dans ce cas /f-= - sera intéressante à con- 
naître. Mais je dois me remettre à ma théorie des nombres; tout 
en regrettant d'avoir à abandonner ce sujet si intéressant. J'espère 
que vous voudrez bien continuer à me communiquer les résultats 
que vous obtiendrez, et qui, je crois l'avoir assez démontré, m'in- 
téressent extrêmement. 

Votre bien dévoué. 



306. — STIELTJES A HERMITE. 
(Carie pos/ali^.) 



11 y a évidemment une inadvertance dans ma lettre. Si l'oi 
introduit dans la relation algébrique entre /(i) et /'(Ç))la série 



le résultat ne peut pas être identiquement nul, mais on doit obtenir 
des relations entre ce, ^, y, ... qui peut-être détermineront ces 
coefficients. Vous avez fait peut-être ce calcul dans le cas le plus 
simple de la relation entre /(ç) et /( ^^^'- ^)- Quelles choses 
singulières! 
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La correction des feuilles d'Haiphen dont je vous accuse récep- 
tion et que je vais donner à M. Gauthier-Viltars a dû vous donner 
une peine extrême, et c'est un service signalé que vous aurez rendu 
en vous j consacrant avec tant de conscience et desoins. Je ne puis 
m'empêcher de penser qu'il sera bien peu lu à cause de la compli- 
cation de ses calculs et de ses notations malheureuses; j'ai surtout 
des doutes sur la prééminence qu'il a voulu à jamais consacrer de w 
et u' et de fi(«) sur les symboles de Jacolii, auquels, jevousl'avoiie, 
je reste à jamais fidèlement attaché. Tisserand ne m'a point caché 
que les formules du Traité d'Halphen ne lui disaient rien, je l'ai 
éprouvé moi-même, et ce n'est qu'au prix d'un effort réel que j'ai 
compris des points très beaux que ses notations laissaient dans 
l'ombre. De ma variable £ je n'ai plus rien à vous dire, en ce 
moment, elle m'échappe; je sors du collège Stanislas, où j'ai 
interrogé sur les génératrices de l'hyperboloïde, la génération de 
l'ellipsoïde, l'équation en s, etc. cl je suis excédé, d'autant plus 
que ce matin j'ai eu à la Faculté des Lettres une séance d'examen 
de baccalauréat. 

J'observe cependant que, dans les dénominateurs des coefficients 
du développement de k-k'^, tous les nombres premiers figurent 
comme facteurs, et que les exposants des plus simples 3, 5, etc. 
vont en grandissant d'un terme à l'autre. 

Ne serait-ce pas l'aurore d'une forme arithmétique nouvelle, 
caractéristique d'une nouvelle forme analytique? Mais il faut res- 
treindre son imagination et, pour ce faire, je prends les relations 
absolument terre à terre que voici 
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On a bien remarqué que 



dont les numérateurs sont des carrés, mais à ces formules j'ajoute 



■n.^ ('1 


1 - A! SI 








Li'a^ 



On en conclut que ^(i -i- sna j:) (i -h A: suaa') est une fonction 
uniforme, à savoir 

Elle a la périodicité de sna:, et peut s'écrire ainsi 

J'entrevois quelques conséquences à en tirer, mais point main- 
tenant, où je ne suis plus bon à rien. 

En vous renouvelant, mon cher ami, mes remcrcîmcnts pour 
vos coefficients qui me donnent tant à penser, et en vous priant de 
me croire votre affectionné. 

308. - MERMITE A STIELTJES. 

Paris, i5 mars 1891. 
Cheti Ami. 

C'est liiencomme vous l'avez jugé, pour tenter d'obtenir quelque 
lumière sur les coefficients (le la série /(S) ^ — h a^ + ^^^ + ■ . . 
que j'ai songé à l'emploi de la relation entre f{^) et /( _ > - U i 
que donne la théorie des équations modulaires. On a aussi en 
posant U = i/kïï', V = \/ïà! des équations dont le P. Joubert a 
fait le calcul, dans plusieurs cas; pour le cinquième ordre en 
particulier, il obtient celle-ci ; 

Vs_i6UsV=-t-i5U'V'H-5U'Vï-i-/,UV-i-U'=o. 
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Mais pour en faire usage, il serait nécessaire de former la 
racine S"^""^ de voire expression, je veux dire de prendre pour 
point de départ les formules 



et j'ai reculé, je l'avoue, devant la complication des calculs que 
demande la substitution, ne me sentant pas encouragé par une 
suffisante espérance dans le résultat. N'attendez donc point que je 
vous apporte quelque contribution sur la question; c'est en vous, 
en vous seul, que je mets mon espoir, le temps me manque et 
avant tout ii me faut terminer la rédaction de la Note qu'attend l'édi- 
teur pour la prochaine édition du Cours de Calcul différentiel et 
intégral de Serret. La nécessité me contraint donc de renoncer 
à Ê, et je ne songe en ce moment qu'aux formules de la dupli- 
cation dont je vous ai déjà parlé. Voici les conséquences que je 
voudrais en tirer. En premier lieu, de la relation 

et, par conséquent, 

ce qui conduit absolument à étudier de près cette quantité 



IP-9'- 



Q'(»-) , .„^ B'(») 
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Je mets d'autanl pJus d'intérêt à cette étude qu'elle ouvre la voie 
pour obtenir, dans la théorie de la transformation, les résultats 
fondamentaux de Jacobi dans le paragraphe 10 des Fondamenta 

V^- U =(i-F37)Aî, 

V-U =(i-3^)BS 

V-i-XU-([ + ^-a^)G', 

V — ),U = (i — ytjr)D', 

résultats que jusqu'ici j'ai négligés. 

Et que d'autres choses je néglige par indolence, nonchalance, 
par mollesse et paresse, par lâcheté, etc. 

En vous félicitant de votre ardeur au travail que j'envie et vous 
renouvelant l'assurance de mes meilleurs sentiments. 



■ STIELTJES A HERMITE. 



Voulant, un de ces jours, exposer à mes élèves la théorie du 
développement d'une fonction arbitraire en une série de poly- 
nômes de Legendre 



j'ai été conduit à examiner la fonction 



X„+i— X„_5=( 






et je me suis rappelé alors que M. Beltrami, l'année dernière, 
remarqua l'intérêt qu'il y aurait à trouver une limite supérieure 
pour n très grand. A l'aide des méthodes de mon article sur les 
polynômes de Legendre je trouve que pour -- i<^<-f- i la valeur 
absolue de X„+, — X„_, reste toujours inférieure à 



reconnaître qu'on peut obtenir une limitation 
n moyen ti-ès simple. En posant ^ = cos9 e 
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retranchant !es formules éicmenlaires' 

x„_, = 






i.2.3(2n-.X3«-3X'2«-3) ■ 

où il faut prolonger la série jusqu'à ce qu'on rencontre un terme 
nul. Au lieu de cela on peut, pour n pair, prolonger la série 
jusqu'au terme en cos9, puis doubler. 

Pour n impair, on peut aller jusqu'à cosaS, ajouter la moitié du 
[erme suivant, puis doubler. Soit n pair, on a 

' ' ■ ÛJI, 



,.4...(» + .)l'['-"'"*"" ""<" ■'" - ' 


COh 


OÙ a, ^, ..,,/. soalposilifs. 




Pour = 0, il vient 




,_a — JÎ-...->. = o, donc I-t-a-r-jî + X^.. 


.= 


d'où l'on conclut 




, i.3...(a/i + i) 




|x„^, -V,-,K,^^^^^^„^^j. 




Oa arrive au même résultat pour n impair. En écriva 


nt 


|v V ,,, r(» + l) 




|X,„, x,._,K4,(j),,,^,,. 




oa a 




r(« + l)^ . 
donc 






'""'-""'^.TïéïT]- 





La limite supérieure, obtenue précédemment, est plus petite 
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dans Je rapport de i à sf^ à peu près, mais pour l'appHeation 
qu'on a à faire du résultat, cela n'a aucune importance, et à cause 
de son caractère si élémentaire, je préfère la déduction que je 
\iens de donner. 

On conchit facilement de ce résultat que, dans le cas 011/(3;) est 
une fonction à variation limitée dans I'inler\'alle ( — t , + 1 ), 

reste constamment inférieur à un nombre fixe. 

Je n'ai pas encore entrepris l'application de la relation algé- 
brique entre /[^) et // _ r - S) *ux développements suivant les 
puissances de ^. En effet, je dois pour cela chercher d'abord une 
transformée aussi simple que possible de l'équation modulaire 
pour /i= j. La relation que vous m'avez communiquée comme 
oblenue par le P. Joubert s'est montrée inexacte. Du reste je dois 
avoir encore d'autres transformées, mais avant de me lancer dans 
ces calculs assez pénibles, je dois chercher à la bibliothèque ce 
qu'on a fait déjà sur ce sujet. 

Je dois vous demander pardon d'avoir gardé si longtemps l'ar- 
tLcle sur M"'° de Kov^alewski que vous avez bien voulu m'envorer, 
mais je l'avais communiqué à un ami de Hollande, Pendant les 
vacances de Pâques je me suis ti'ouvé assez souffrant et je n'ai 
presque pu rien faire, ce qui m'a été une grande déception. Mais 
avec le temps plus doux que nous avons maintenant, je vais beau- 
coup mieux et le goût du travail me reprend. J'espère vivement, 
cher Monsieur, apprendre de bonnes nouvelles de votre santé. 

Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué, 
310. — HEBMITE A STIELTJES. 

Mon cher Ami, ''""' '"' ^'^ '^^'' 

Vous êtes un magicien, vous traitez avec une merveilleuse 
simplicité des questions extrêmement difficiles et importantes 
et je ne puis assez vous dire avec quel plaisir j'ai vu la rela^ 
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) 

|X,.+i^X„-i|< , / 



Où et quand publierez-vous ce que vous venez d'obtenir, qui inté- 
ressera vivement les amis des fonctions sphériques? Mais ménagez- 
vous, n'abusez pas de votre puissance de travail, surtout par ce temps 
qui amène un si grand nombre d'indispositions et de maladies. 

Ce matin, quand je suis sorti, la neige tombait et le soir, à la 
maison, nous faisons encore du feu. Je poursuis la Noie elliptique 
deslinée à l'Ouvrage de Serret, avec la grande ambition qu'elle 
puisse vous servir de guide-âne grâce aiix formules que j'y accu- 
mule, mais j'avance lentement. En ce moment, je rédige la multi- 
plication de l'argument par un nombre entier et en établissant 
pour n impair les formules sn(7ia;)=^) cn(/i;r) = -^, etc., j'ai 
cm nécessaire de démontrer la relation S — T=:(i ± sna!)Tp, . . ., 
ce qui est facile. Vient après une rechercbe dont je me réserve de 
vous entretenir, et qui me demandera beaucoup d'efiôrts, elle 
concerne les polynômes relatifs à la transformation, sur lesquels je 
crois qu'il y a encore grandement à découvrir. Combien Jacobi 
a eu de bonheur avec ses découvertes elliptiques! 

Croyez-moi toujours, mon clier aini, voire bien affectueusement 
dévoué. 

311. — STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, li juillet iSûi. 

Cheu Monsieur, 

Vous voudrez bien, je l'espère, me pardonner les lignes sui- 
vantes, malgré la chaleur et l'ennui des examens qui approchent. 

Soit 

_ «(«-■) , n{n-iHn-2){n--i) ,,_^ , 

■" 2.-2 ^ -2.2.4.4 "■■■" 

alors 

rf"<-'arcsin,r P„ 
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et ce poljnoine Ph satisfait à la relation 



[Becueilde Tisserand, p. Si-S^). 
Je me propose d'étudier la seconde intégrale 



Pour cela, je décompose en fractions simples 

Les racines «, Pj ...,). de P„ ^= o sont des racines simjjles, cl 
± I n'est pas iine racine. On trouve 

'"" p;.(")' ' '""" !"„{•)' LT^^"'^TÎ(iiJ' 

mais, d'après (1), 

r:,(») (»»-!)■ 

p;,(.) .-«■ • 



■■)-i:^s^[Ti^.-ï^]' 

o'»=(-i)"«io>ina> 



p 



11 est clair que 

' -i Pi<")' »- 
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a polynôme du degré n ~ i e 
Q„=(-i)"P„arcs 



ne expression plus commode et 
R„, je n'ai pas pu surmonter 



Il reste à désirer seuleir 
plus explicite de ce poly 
encore cette difficulté. 

Vous voyez que la question a quelque analogie avec l'analyse 

des Xrt de Legendre; cependant, si l'on cherclie à intégrer (i) par 

une série suivant les piiissances descendantes de x et commençant 

par un terme en ^*, on obtient pour déterminer /c 

(r. -/,-)'-=>,. 

Il y a ainsi un racine double k^ n, et une série (P,,), mais la 
seconde série renferme des logarithmes; c'est là ce qui fait une 
différence essentielle avec le cas des X,,; où il y a une seconde 
solution de la forme 



Cela me fait penser que la détermination de ce polynôme R„ 
exigera quelque nouv^ artifice. Mais, en terminant, je vous avoue- 
rai que j'ai écrit surtout cette lettre dans l'espoir d'avoir de bonnes 
nouvelles de vous el de votre famille. 

Nous allons passer la plus grande partie de ne 
Hollande et comptons partir vers la fin du mois. 



Veuillez, bien me ( 



clic 



Moi 






- IIERMITE A STIELTJES. 



Mon chf.e Ami, 



uillcl 1891. 



J'apprends avec grand plaisir que vous allez en Hollande pro- 
fiter des vacances et je viens vous informer qu'aussitôt les examens 
finis je me rendrai à Barèges, comme l'année dernière, ayant grand 
besoin de changer d'air el de me reposer. La maladie nous a 
visités cette année : Madame Hermite a eu une bronchite el a dû 
garder le lit, puis Jeanne Picard qui a eu une inflammation 
d'entrailles; mais, grâce à Dieu, toute la famille est maintenant 
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en bonne santé. J'ctudieral, quand je serai dans les Pyrénées, 
votre polynôme P„ ; mais, en attendant, j'ai recours à vous au 
sujet de K et K' considérés comme fonction de A*, pour établir les 
importantes propositions de M. Fuchs, que j'ai énoncées page 248 
de mon Cours, en vous demandant si l'on peut procéder comme il 
suit : En premier lieu, la série 



-iha)-*-(^)"--] 

loint lorsque l\ 
a relation 

-'^^°H — -- 



montre que K ne change point lorsque k^ tourne autour du point 
k'^= o. J'emploie ensuite la relation 



où S est une série entière en k'^. On voit alors qu'en tournant 
autour du même point /:^= o, logA- s'augmente de atïc de sorte 
que K' se change en K' — ai'K et, par conséquent, iVJ en 
iK.'-|- 2K. Enfin, je remarque qu'en remplaçant k par k', on a 

K = S'-^logA-'2=S'- -^logCi-/^'). 

_Si l'on tourne autour du point ^-^ = 1, log(( — ^=) s'augmente 
encore de aiiT, par suite K devient K. — ii¥J; ce sont les théo- 
rèmes de M. Fuchs; la démonstration pourrait-elle être donnée 
dans la nouvelle édition de ma note elliptique? 

La fonction holomorphe ^7^. ™^ semble friser de bien près la 
discontinuité, r(— n) étant nul pour n entier, r( — n — £) étant 
extrêmement grand, si petit que soit \. C'est ce qu'on voit, pour 
ainsi dire sans calcul, au moyen delà relation r(«)r(i — a) = ■ ■ " ■ 

Faites, en effet, a — « + 1 + Ç, on en tire 



( - 1)"-^' 
ri.-"-?) " 

puis, en changeant ^ en i — ç 



-^r(/i^i + ï), 
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[.es seconds membres, en sapposanl ?<i, sont plus grands 

tous les deux que —V^n + 1); or on a : sinx >• - pour x 'C -^i 

sin x';> — pour x<C ^, • ■ ■ et, en prenant la première inégalité, 
on obtient la quantité ~^T(n H- 1}, eomme limite inférieure. Pour 
^ ^ -, cette limite est donc -T(n), ce qui montre la prodigieuse 
hauteur de l'arceau que forme la courbe JK= fi — ï entre deux 
intersections consécutives avec l'axe des abscisses. Qu'il serait 
intéressant d'avoir une expression analytique simple qui mettrait 
de telles circonstance en évidence ! 

Les coefficients de Pn(^) ne contiennent en diviseurs que des 
puissances de 2, comme le montre la formule 



conséquence immédiate de l'égalité 

J'ai remarqué que la formule de JacobJ 
le met également en évidence, car on en tire 



,,2,, -^ K-" </ ' 



le dernier terme correspondant àp=- oujO^- 
que n est pair ou impair; nugœ analyticce! 
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En vous souhaitant un bon et heureux 'voyage dans voire patrie 
chérie et vous priant à l'occasion, et si vous le jugez convenable, 
de me rappeler au bon souvenir de M. Bierens de Haan, de 
M. Balthoyzen, je reste, mon cher ami, votre bien affectueuse- 
menl dévoue. 



313. — STIELTJES A HERMITE. 



Chf.K MoMSlEUP, 

J'ai appris avec peine que vous avez été éprouvé dans votre 
famille par des maladies sérieuses; heureusement que tout est 
passé maintenant. Puisse le séjour à Barèges vous procurer le 
repos nécessaire. 

Je ne trouve rien de plus naturel, en donnant les développe- 
ments en séries 

que d'en déduire, coirlme vous le faites, les théorèmes de M, Fuchs, 
indiquant la manière dont se comporte K. lorsque k^ décrit un 
contour fermé autour des points critiques o, i. Ainsi, ces déve- 
loppements en série (le second est dû à Legendre d'après Enneper) 
contiennent les théorèmes de Fuchs, mais, si je peux m'exprimer 
ainsi, ils contiennent plus que cela. Au point de vue de la doc- 
trine, il semble qu'il doit être plus facile d'obtenir les théorèmes 
de Fuchs que les développements en séries, c'est aussi ce qui 
résulte des démonstrations de Laguerre et de Goursat que vous 
donnez dans votre Cours. 

J'étudie ces jours-ci votre article sur la transformation des 
fonctions elliptiques dans le Bulletin de Palerme ('), mais, pour 
le moment, je n'ai pas encore snfiisamment réfléchi sur ce sujet. 

J'ai généralisé ainsi l'analyse de ma dernière lettre : n étant 



{') Noie des éditeurs. — Voir t. V des Rendiconti (i8 
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entier posuîf, l'équalioii différentielle 

(0 (37ï_, )y_ .,(„-(- A- -i)^y+re(/i -H a^- -1)7 = 

admet comme intégrale le polynôme 



(2) P,. 






On rencontre ce polynôme en cherchant la dérivée d'ordre n 
de (i — ^*)"* 

(5) D„^— i-^ = ^À(..i + I)(./.■ + ^)...(2A■ + ^-07- 



J'étudie mainlenanl la seconde solution de ([) 
Pour réduire l'intégrale 

je décompose en fractions simples 

p; -'^ZàUx-:^)- *-'i 

Les racines a, p, ..., >. de l*„= o sont des racines simples el 
P„(± i)^o. En posant X = a + /( . . -, il vient 

(.■-!)" (,■-,). r,». !':,(.) 1 

'«- p;.(.)' ' '"^ Pl(.)' L»"-' i».(»J 

mais, d'après (i), 

PM_ »('' + '-0' 
p;(,) .■-. 

donc 

•'> T;:(i)r-'*i p;.(")' L(»-')' '-' J 

Je remarque l'identité 
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ce qui me conduit à écrire an lieu de (5) 

multipliant par (j;^^— i)*-' clx el Intégrant, il vient 

En introduisant donc une constante 
et un polynôme du degré n — i 

il vient 

(9) Q„(^) = .1.P„(^)/(^^-iy'-'''->^~(^=-0^R„{a:), 

ce qui est bien l'expression la plus simple et la plus explicite de 
la seconde intégrale. Il reste à désirer seulement une méthode 
simple pour oLtenir le polynôme R„(j^) dont les coefficienis 
doivent être rationnels en k. Mais cela paraît assez difficile. 

Je remarque en ce moment que, pour k = — n, P„ diffère seule- 
ment par un facteur constant de X„ ; ainsi, dans ce cas, Q,i doit 
être (à un facteur constant près) la fonction sphérique de seconde 
espèce. La formule (g) donne alors une nouvelle espression do 
cette fonction. 

J'aurais voulu offrir à vous et à M. Picard la première partie de 
mon article sur la théorie des nombres qui a paru. Mais je n'ai 
point de tirages à part et je ne les aurai peut-être que lorsque 
toute la partie élémentaire (résidus et formes quadratiques) sera 
terminée. 

J'cludic beaucoup, non seulement la théorie des nombres, mais 
les fonctions modulaires, fonctions fuchsiennes; tous ces sujets, 
vous le savez, sont intimement liés et j'espère que je trouverai 
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tjuelqiie chose ou, du moins, à exposer simplement ce qu'on sait 
déjà. 

Veuillez bien me cruire toujours votre très dévoué. 



- STIELTJES A IlEBMITE. 



Voilà bien longtemps que je n'ai point eu des nouvelles de vous 
et des vôtres, et c'est dans l'espoir d'en recevoir de bonnes que 
je vous donnerai les miennes. J'aî passé, avec ma famille, de 
bonnes vacances en Hollande, et nous sommes revenus vers le 
milieu d'octobre en traversant Paris seulement. Mais, si le séjour 
a été agréable, je n'ai guère travaillé. On m'a dit pourtant de ne 
point regretter le temps ainsi perdu, et je dois reconnaître moi- 
même que, si je n'ai pas travaillé, je suis revenu, du moins, avec 
de bonnes dispositions pour le travail, tandis que j'étais très 
Jatigué au mois d'août. 

J'ai donc repris mon cours, mon travail sur la théorie des 
nombres et je pense aussi aux nombres premiers. Sur ce dernier 
sujet; il me faudra bien prendre une décision d'ici peu de temps. 
Si je rédige seulement ce que je sais en ce moment, cela consli- 
tuerail bien un progrès (la loi du logarithme intégral se trouvant 
démontrée); mais, d'autre pari, je n'aurais pas répondu à la partie 
du programme qui concerne la fonction Ç. 

Permettez-moi d'indiquer une application que j'ai faîte d'un 
théorème de Laplace à la théorie de la fonction T. 

Vous avez appliqué souvent le théorème dont je parle, mais, 
pour mon but, j'en modifie un peu l'énoncé en l'exprimant ainsi : 

(A) J™.*^/' /(")?<*)'"<'»'- \/y'>- 

Je suppose ici que ï>{^) reste positif % i et atteint son maximum 
tp(6)=+i seulement pour x=b, tandis que dans le voisinage 
lie œ = b, pour des valeurs suffisamment petites de l, on a 
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( étant une constante positive, e une fonction de ( qui tend \ 
^éro avec i. 
Si l'on ajoute encore la condition que 



/ <}{x'ji'dx 



a une valeur finie pour une certaine valeur positive de p, et que 
la valeur absolue de 

reste inférieure à un nombre fixe M (y étant un nombre positif 
convenablement choisi) et que 

alors on peut démontrer d'une façon absolument rigoureuse la 
relation (A). 

Vous voyez qu'on aura ordinairement 

en sorte que la limite est aussi 



V fi.'') 



f(b). 



ce qui est l'expression de Laplace. 

Dans le cas ■.p(:r) =:3;e'~-^on a a=i -, /» = i 

Soit maintenant 

r(«) = ["^"-'e-'^dcr, 

r(a-hi>-«r(«); 

si l'équation r(a) = o avait une racine n-^-^i (nécessairement 
imaginaire), elle en aurait une iniinité a4-7n + j3(' (m étant un 
entier quelconque). On aurait ainsi 
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OU, remplaçant x par mx, 

En iimlllpliant par *^^*{^logm) et ajoutant 

r 3;a+m-ie-ma'co9(pioga')rfa; = o, 
donc aussi, en multipliant par \Jme'", 

Or cela est impossible, car, d'après le théorème {B)^]e premier 
membre tend, pour m =: oo, vers la valeur positive v^stc. 

Donc V{a) ne s'annule pour aucune valeur finie de a, -^r^ est 
holomorphe. 

Veuillez bien agréer, cher Monsieur, avec mes meilleurs vœux 
pour votre santé et celle des vôtres, la nouvelle expression de mon 
dévoûment. 

P. -S. — Si la fonction ç(5f) atteignait plusieurs fois (A- fois) sa 
valeur maximum +1 et si 

on aurait, au lieu de (A), 

Pour k fini, cela est bien démontré, mais pour k:=Xi l'exacti- 
tude n'est pas démontrée. J'ai vérifié, toutefois, la formule dans un 
tel cas en remarquant que 

l.'j...4-^n) 



i: 



sin'"3;e-''''^ dx; = 



i'). ..[«■+(»«)■] 



Si ^{x) = sin^j;, a,= i, en miiltipliant par ^n la limite est 
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815. — HERMITE A STŒLTJES. 



Je n'ai aucune idée des moyens que vous employez pour oblenir 
cette belle relation 

dont les applications que vous m'avez indiquées montrent l'im- 
portance. Vous publierez, j'espère, un mémoire dans lequel je 
pourrai connaître par quelle voie vous pénétre/, audacieusement et 
si heureusement dans le mystère de l'infini, et je me réserve 
d'appeler votre attention sur des questions de même nature qui se 
rapportent à l'Arilhmélique. 

En ce moment, je m'empresse de vous faire savoir que le terme 
réglementaire pour la clôture du concours au pris de l'Académie 
des Sciences est le mois de juin de l'année prochaine, mais que 
vous pouvez parfaitement, après avoir envoyé un mémoire, 
adresser un supplément pourvu qu'il parvienne au secrétariat de 
l'Institut avant le mois de novembre. Vous avez, par conséquent, 
du temps devant vous et, si l'Académie ne recevait aucune pièce, 
ou, du moins, aucun travail ayant une valeur suffisante, je crois 
pouvoir vous assurer que l'espérance d'obtenir un mémoire de 
vous déciderait la Commission à remettre une seconde fois la 
même question au concours. Les eaux de Barèges m'ont peu 
réussi, je suis arrivé en Lorraine mal disposé pour le travail et, 
pendant les deux mois que j'y suis resté, je n'ai pu faire grand'- 
chose. Il m'a fallu cependant faire effort pour répondre à une 
demande de M. Craig, qui veut un article pour son Journal, et 

j'avais préparé une étude de l'intégrale J= / sin"j;p(j;)(/.r, 

dont je vous parlerai une autre fois. Mais le dernier numéro du 
Bulletin de M. Darboux m'a donné une autre direction, en me 
faisant connaître une forme intéressante de l'intégrale de l'équa- 
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^io^ - ," -i — ,-■" = o obtenue par M. Astor. Si l'on pose 

cette intégrale est 

(I) v/A(«->)(a-i.)+,/B(i-À)(6-iA,-h/C(c-X)(c-K)=:o, 

A, B, C étant des constantes liées par la condition 

X(a-b)(a-c}(a-d) 

+ Si(b-a){h^c){h-d) + C{c-a){c-b){c-d)=o 

et dans le cas de r(^)^ (x — a){x — b)(x — c) 

A(«-ô)(«-c)-^B(6-«)(i-c)+Gtc-«)(c-6) = o(i). 
La vérification est alors bien facile ; qu'on prenne a =^ o, b ^ i 

c^ -T^, puis X^ sn'jT, [j.^ sn^^, l'équation (i) devient 

(a) /Âsn3rsn_x-H/Bcna:cny-l--^.jl/Cdi;a: Jn^j'^o 

avec 

Rapprochons (2) de la relation connue 

A'' sa^cmy -1- da(x -i-j')ca;T en/ — en (a- 4-_>'Jdn3'diij- = 0. 
Vous voyez qu'en posant 

T /G __ cn(j^-t-7) 





V 


/li rtiiia'-t-r) 
A ■"- ■ A-'^ ' 


c'est-à-fli 


re 


A yt'' 


la conditi 


:0n 


(3), OU bien 



( ■ ) Note maitusciite de Stieltjes. ~ Voir Darbous, Leçons nrr la Ihéo 
générale des surfaces, t. I, p. il^i-i^i. 
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devient 

qui est identique. 

En passant au cas général, il est nécessaire, si l'on veut encore 
s'alFranchirdes radieaux, de recourir à la transformation du second 
ordre. J'emploierai, dans ce but, la formule suivante, qui se dé- 
montre aisément, 

on a, en effet (Cyvlev, An elementaiy treatise, etc., p. -j). 
puis, par le changement de .r en — x, 



Remarquant ensuite que 



^(.H-i:).,.:,-;o,„ 



et, par conséquent, 



■"(-4) 



On conclut de là, en divisant membre à membre, 
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C'est l'une des relations du tableau que j'ai donne autrefois 
(Comptes rendus, t. LX, 12 octobre i863). Ce point établi, 
voici les conséquences de la formule (3). Soit, pour abréger, 

/;= T. ■ ■ ■ ) ^=^ i(i + /c)(x 1, ce qui permet d'écrire 

sous ta forme la plus simple 

on tire de là 

Voici, par suite, ce que devient la relation (i). Prenons a = 1 , 
è^^ — ], c =: j< dr= — ^, ei soit X:= sn(£, /), ul:= sn(Ç, /), où 
je fais ^=^ i(i -{- A)ly ^ ~^)' '"^ obtient, suppression faite d'un 
facteur, 



et l'on trouve pour la condition entre les constantes A, B, C 
/iA — B) — G = o. 
Maintenant il suffit de comparer avec la relation 

C'est un fait important dans la théorie de la transformation que 

les numérateurs de i ± snÇ, i it Isa^ soient des carrés de fonc- 
tions holomorplies, mais il faut finir. 

Quel dommage, mon cher ami, que je n'aie pu vous voir et voiis 
avoir à diner chez nous avec M""' Sticltjcs et vos enfants ! 

Croj'cz-moi toujours votre bien affectueusement dévoué. 

316. — STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, ï décembie iSgi. 
Cher Monsieur, 

Je vous dois mille remercîments pour les informations concer- 
nant le prix de l'Académie. La possibilité d'envoyer encore après 
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le mois de juin un supplément pourrait bien avoir une grande 
influence sur le parti que je vais prendre. 

J'ai vu avec beaucoup d'iiitérél votre vérification de la formule 
de M. Astor, dans le cas général. En efl'el, la transformation du 
second ordre vous permet d'éviter un calcul long et ennuyeux. De 
celte façon, les radicaux disparaissent comme par enchantement 
dans un facteur dont on peut faire abstraction. 

Dans le cas où F^k) est du troisième degré, M. Darboux donne, 
sans aucune indication, une formule identique, que j'avais vérifiée 
dans le temps, à peu près comme vous [Leçons sur la Théorie 
des surfaces, t, I, p. i/\i-\J\'i). Je n'ai pas vu encore l'article de 
M. Astor, 

Ma formule 



>^^f'fi^)'r'''{^)dx = \^^J{b 



) 

est de très humble et modeste extraction. En appliquant la mé- 
thode de LapLace {Théorie analytique des Probabilités), on 
obtient comme valeur approchée de 

dans le cas où m est excessivement grand, l'expression 



Pour préciser l'énoncé, je n'ai fait que multiplier par \/m et 
ensuite j'ai pu indiquer avec plus d'exactitude les hypothèses qu'il 
faut faire sur '^{x) el /(w) pour que le théorème soit à l'abri de 
toute objection. 

Vous vous rappelez peut-être le théorème de M, Tchebychefl' 
sur le signe de l'expression 

ih-a)J f{x)<fix)dx-J f{x)d:cj 'f{x)dx, 

/et Q étant des fonctions qui varient conslamment dans un sens 
dans l'Intervalle (m, b). 
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Voici une généralisation. Soit 

a^J •^{x)dxj f{œ)^(x)dx-J ^{œ-)dxj f{x)i,{x)dx 

où f{x) est une fonction qui varie toujows dans un sens, 
•^{x) une fonction qui reste positive, tandis que le rapport tt— r 
varie aussi toujours dans un sens. Cela étant, on a 

■C>o 
lorsque /et Y sont toutes le^ Jeux croissantes on toutes les deu\ 
décroissantes et 

lorsque l'une de ces fonctions est croissante et l'autre décroissante. 
Pour '{'(.ï;) ^ 1, on retombe sur le théorème de M. Tchebycheff. 
Voici ma démonstration. On a 

(') f A^)H^)d^=fa)f H^)d^ (a<l<b). 

Substituons cette \alcur dans I expression S^\ on |icut mettre en 

facteur l'intégrale / ■^{x)dx ci'A vient 

(■2) ii = J •^{x)dxf [A^)-fi^)]f(x)dx. 

Or, d'après (i), 

le second facteur au second membre de (2) peut donc s'écrire 

C étant une constante quelconque. Prenons C = 7y|t' on aura 

^-X'*""'^/*<''"-^<"--''"'[|i - fi] "'■■ 

Or, si les deux fonctions /et -|- varient dans le même sens 



dbyGOOgIC 



194 COKKESPONDAKCE d'HERHITE ET »E STIËLTJES. 

f(x) ~/Cç) «=t f{îy - |{f] 0"t toujours !e même signe, eL si ces 
deux fonctions varient en sens inverse f(x) — f(%) ei 14— r — ttt^ 
auront toujours signe contraire. D'où la proposition énoncée. Je 
crois qu'on doit attribuer cette proposilion à M. Jensen. En effet, 
dans le Bulletin de Darboiix (juin 1888) il y a une Note : Sur 
une généralisation d'une formule de M. Tchebycheff, par 
M. Jensen, qui commence ainsi : 

« Soient (;,, «j...; C), t'i...; U',, n\..., trois suites de gran- 
deurs positives, et telles que l'on ail 



ï toujours 



Suit la démonstration. Ainsi, si [/(^), "J, [f (i), f], [4'(^)' "'] 
sont trois fonctions positives telles crue fix) et ■ ., -■■ , soient 
constamment décroissantes, on a 



J 'f{x)dx f ■!^('y)d^ 



Vous voyez, par ma démonstration, qu'on peut élargir [un peu 
les conditions imposées ici aux fondions /, ^ et i. Mais j'abuse 
de votre temps et il faut finir, ^'^cnillez bien me croire toujours 
votre très dévoué. 

317. — HERMITE A STIËLTJES. 

l'aris, 4 décembre 1S91. 
Mo>' CHEll ;\.M[, 

Je suis bien confus, liumilié et très repentant de m'étre si mal 
souvenu de la formule de Laplace. que je n'ai point vu, comme je 
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l'aurais dû, la provenance de votre résultat. Mais, au risque de 
tomber dans l'impénitence finale, je vous avouerai que !a relation 
qui me semble extrêmement intéressante 

m'échappe entièremenl. Il n'en est pas de même, grâce à votre 
excellente démonstration, de la formule par laquelle vous généra- 
lisez le théorème de Tchcbycheff, et vous pouvez compter qu'elle 
figurera dans mon Cours si j'en fais un jour une nouvelle édition. 
Maintenant, un mot sur l'équation de M. Astor : 

/A(«-X)(a-^L) 4- /B(6->,)(6-ii)-t./C(c^^)(<;-^t) = o. 

En posant 

X = A(a - X)(a - ^L), Y = B(i - \){l> - i.), Z = C(c - X)(c - ^l), 

elle devient y/X 4- \/Y + y/Z ^^ o et, par suite, sous forme ration- 
nelle, 



On voit qu'elle est du second degré en "k et ^, symétrique par 
rapport à ces deux quantités, de sorte qu'elle donne la relation 

dk d[i. 

où F{),) est le discriminant de l'équation quadratique en ji. Cela 
étant, je remarque qu'en faisant X ;=; «, b, c l'équation (i) se réduit 
à un carré parfait; F().) contient donc les facteurs ). — «, \^h, 
\~C. 

J'exprime qu'il en est de même pour 7. --^ d, en calculant le 
discriminant de (i) quand on prend X^A(« — d)[a — ^), 
Y = B(fc-rf){6-t^), Z = C(c^<^)(c-t*). 

Ce discriminant s'obtient au moyen de la forme adjointe de (i). 
qui est 

î(YZ-i-ZX-4-XY), 

lorsqu'on met, au lieu de X, Y, Z, les déteriniiianls fournis par la 
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matrice: lî(6— djft, — li(i — rf) en supprimant successivement 

I Q(c-d)c, -C(c-d) I 
la première, la deuxième et la troisième ligne. 
On !i ainsi 

X = BC{li — c){b — <l){c — d), 

Y = G\(c^a){c~d){a-d). 

Z ^kïi(a — b)(a-^d)(b — d) 

et en divisant par AliC(« - d){b — d){c - d), ou trouve bien la 
condition de M. Astor. 

Tolus ttius devotissimus. 

P.~S. — Je vais écrire mon article d'exportation avec des re- 
marques sur les formules pour la transformalion du second ordre ; 
plus laboris quam artis! 

318. — STIELTJES A HEliMITE. 

Toulouse, 6 (liïcembrc iSgi. 
Cher Mohsieuii, 

Donc, d'aprèri votre lettre, si l'on a la forme quadratique 



et la forme adjointe 



"??-■' 

=ii- 



et que Ton substitue dans F 

3^,■=i,■,]^l-^-6,■,î^î-^-...-i-6,■,,i-l/„-, (( = 1,3, ...,«), 
le discriminant de la forme quadratique des yi ainsi obtenu sera 



iposa 



X, èj . h. ■ 



bi.„-, 



= X,y,+ X,Y. + .-.-^X,.Y„. 



X,, A„,i Vî --■ b„,,^y 
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Je ne connaissais pas celle proposition et je suis bien aise cjue 
\ous me l'ajez fait connaître. 

J'ai fabriqué une démonstration pour mon usage personnel et 
j'ai goûté beaucoup l'application que vous faites de cette proposi- 
tion. Le calcul devient ainsi extrêmement simple et élégant. On 
aurait pu laisser x au lieu de d, on voit alors que 

F(a.J=-4\BG(a-a.)(6~^)(c~3.)[A(«-6)(«-0(«-:^)+-], 

mais c'est une modification qui n'a rien d'essentiel. 
Voici une nouvelle démonstration de la relation 

J'ai essayé d'éviter la réversion de l'ordre des intégrations dans une 
intégrale double, dans le cas où les limites sont infinies, opération 
toujours sujette à caution. Soit 

fix-, a)=J u''-'e—du=f:r''u''-'e-^"dii (:c>o,a>o} 




d'où, ea intégrant entre les limites o, :c, 
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donc 6 étant un nombre compris entre o et i 

En faisant croître x indéfiniment, j'en conclus la relation 
cherchée 

r(«)r(i) = r(«-t-i)y ^i^li±^rf«. 

Mais je vois que la démonstration ordinaire, telle que vous la 
donnez dans votre Cours, ne prête point à une objection sérieuse. 
Car les fonctions sous le signe j 1 ne changeant point de signe, 
il -ne peut pas exister de doute sérieiix sur la légitimité d'une 
réversion de l'ordre des intégrations. Ce qui précède, il ne faut le 
considérer que comme un jeu d'esprit. 

D'après certaines biographies, Legendre doit être né à Tou- 
louse, du moins c'est ce que je croyais el M. Baillaud également. 
Cependant, en d'autres endroits, on dit, et j'ai trouvé cela copié 
dans mes Notes, que Legendre serait né le 1 8 septembre i^5a à 
Paris. Où est la vérité? J'ai vainement cherché ici à la biblio- 
thèque quelque notice ou biographie sur sa vie. Si, par hasard, 
vous pouviez donner quelque lumière sur cette question, je vous 
serais bien reconnaissant de vouloir bien indiquer l'endroit où l'on 
trouve quelque renseignement. — Si j'abuse de votre bonté vous 
voudrez bien le pardonner encore une fois à votre très dévoué. 



319. — liERMITE A STIELTJES. 

Paris, 8 décembre [891. 
Mon cher Ami, 

Considérez la substitution a^ = ô b' b" \ (X, Y, Z), et soit en 

désignant par /(a:, jf', 3) une forme quadratique ternaire : 

/(^,j,î)-F(X,Y,Z). 

Entre les formes adjointes ^(:r,_y, s) etG(X,Y, Z), on aura, au 
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moyen de la substitution adjointe, 

I A A' A" I 
a^= B B' ir (X, Y,Z), 
le G' G" I 

la relation correspondante g-(x, j',3}:=G(X, Y, Z), les quan- 
tités A, B, C, ... étant les dérivées du déterminant par rapport 
à a, b, c, Soit maintenant X =: o, Y ^ o, X = i, on en con- 
clut ^{A", B", C") ^= G(o, o, i), où le second membre est le déter- 
minant de la forme F(3;, j-, o). 

Consultez d'ailleurs les Disquisitiones arithmeticœ. Digressio 
conlinens traclalum deformis ternariis. 

Votre démonstration du théorème B(a, b) = ■ , - - , --.- m'a tout 
à fait charme etj encore que vous la jugiez un ludicrum analy- 
ticum, je vous promets bien qu'elle fera le sujet d'une de mes 
Leçons. En la lisant, je me suis rappelé des tentatives sans succès 
que j'ai faites autrefois pour obtenir la dérivée de la fonction 
P(«) ;=; / x'^~^ e~^ dx. Je suis sûr que si la question vous tentait 

vous réussiriez là où j'ai complètement échoué. 

M. Élie de Beanmont a prononcé, comme Secrétaire perpétuel, 
à la séance publique de l'Académie des Sciences en i858 ou 1809 
l'éloge de Legendre. Permettez-moi de vous engager à le lire dans 
les Mémoires de l'Académie, vous y trouverez une élude intéres- 
sante et détaillée de la vie du grand géomètre, et sans doute les 
renseignements que vous désirez sur son lieu de naissance. Je dois 
aussi vous dire que j'ai recueilli de la bouche de M. Terquem, qui 
était très érudit, qu'une circonstance mystérieuse planait sur celle 
naissance et qu'il avait lieu de penser qu'il en était de Legendre 
comme de d'Alembert. 

De M. Duhamel, je tiens ce fait extrêmement honorable que 
Legendre étant sous l'Empire examinateur de sortie à l'École 
Polytechnique a reçu du gouverneur de l'École, M. de Cessac, 
l'avis de ne point porter sur sa liste de classement le nom d'un 
élève qu'il lui faisait connaître, et qu'en arrivant à la séance du 
Conseil où devait être arrêtée cette liste, Legendre commençant 
la lecture s'était arrêté subitement, laissant toute l'assistance dans 
l'ctonnement. Et, après une attente suffisante, il déclara d'un ton 
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froid et absolu qu'il n'irait pas plus loin, M. le Gouverneur Jui 
ayant fait défense de porter sur son classement le nom de l'éWvc 
auquel il s'était arrêté. « 3e ne le nommerai point, ni lui ni aucun 
de ceux qui suivent. » Et force a été de laisser sur la liste l'élève 
que le gouvernement de l'Empereur voulait exclure. 

En vous félicitant de votre litre de correspondant de l'Académie 
des Sciences d'Amsterdam, et en vous reprochant de m'en avoir 
laissé faire la découverte, je vous renouvelle, mon cher Ami, 
l'assui'ance de toute mon alFection. 



- STIELTJES A IIERMITE. 



Cueh Monsieur, 

,)'ai lu avec le plus grand intérôL l'éloge de Legendre par Élie 
de Beaumont. Mais il ne dit pas où est né Legendre ; voici comment 
il s'exprime : 

« Adrien-Marie Legendre naquit, le i8 septembre 170?., dan-, 
une situation qui lui laisse la gloire de devoir à son propre mérite 
tout ce qu'il pourrait être un jour. Il termina, de bonne heure, au 
Collège Mazarin, des études classiques très solides ».... Les 
biographes qui disent qu'il est né à Paris, l'ont conclu peut-être un 
peu prématurément de la circonstance qu'il fit ses études au Collège 
Mazarin et, d'aprèsce que vous m'écrivez, il semble presque que son 
lieu de naissance n'est pas connu. On va faire ici des recherches 
dans les registres des paroisses; M. Roschach, l'archiviste de la 
ville et grand érudit, va nous aider dans cette recherche. Ce ne 
sera peut-être pas très facile, car M. Roschach dit qu'il règne un 
grand désordre dans ces registres ('). Voici maintenant pourquoi 
cette question nous intéresse. M. Baillaud a pensé qu'on pourrait, 
après la publication des œuvres de Fourier, Abel, Jacobi, faire la 
même chose pour Legendre, Dans le cas où Legendre serait né à 



(')MTh ] ah' e delaSeice.acommuiiiquéàM.E.Cartailhac l'Mli-ait 
suivant d a e de 1 É a civil reconstitués de Paris. Paroisse de Bonne-Nouvelle- 
L'an 175 8 p e nb e, a été baptisé Adrien-Marie, né de ce jour, fils légitime 

d'Adrien L d d n slique, demeurant rue de Cléry, el de Marie-Anne 
Cliarlot e R a ép e {Note de la lîéd.). 
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Toulouse, il cspcrail Ijien pouvo.ir obtenir de lii municipalilé un 
subside. 

Je considère le volume V eonipris à rinlérieur d'une surface 
fermée S 
(i) V = r r fdxdyds, 

on peut exprimer V aussi par une intégrale de surface 

(2) N ^ f f zdxdy 

étendue sur la surface extérieure. Si l'on introduit de nouvelles 



J J J à{u.v. IV) 



d{a;y,z) àz àjœ, y) ds d(x, y) dz d(3-,y) 
(*(H, c, «■) du à{y, «•) ùv d(w,u) dw d{u,v) 



ait facilement que 






à\. dB dC 



^-n .i\i^^^'"'^*'T^^'''*i'"^'A'''"'"'"^ 
l'intégrale étant étendue à l'intérieur d'une surface S' par rapport 
aux axes Oii, Oc, Ow, S' étant la transformée de S, Par le pro- 
cédé connu on en conclut aussi 

V = f Cs(_Xdi' dw -H II dw du -^ G du dv), 

c'est-à-dire on a exprime V par une intégrale de surface étendue 
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C'est donc là ce que devient l'intégrale de surface 

(2) \=JJzdxdy, 

par l'introduction des variables u, r, iv. Ce résultai particulier m'a 
engagé à considérer la queslion suivante : 

Étant donnée une intégrale de surface quelconque 
l=J j¥iœ,y,z)dxdy, 
étendue sur une surface S 

je suppose qu'on introduit de nouvelles variables 

X =f{u, ^, ^), y =/,(», 0, .,-) ^ =/2(«, ^, w). 

ha surface S se transformera en une surface S', par rapport 
aux axes Ou, Oc, Ow et l'Intégrale I s'exprime par Vinté- 
grale suivante, étendue sur la surface S', 

(A) yy F(^,y,z)da^dy 

Dans le cas particulier où la surface S coiTespond à une valeur 
constante de w, iv = c, il est clair que la surface S' se réduit à une 
certaine partie du plan iv^c et dw = o. L'intégrale de surface 
au second membre de (A) se réduit alors à une intégrale double 
ordinaire et l'on retrouve la formule connue 



/_|,(....,....=//.,..,.,^ 






[PicABD, Traité d'Analyse, p. na, 1 13, formules {9) et (12).] 
La déduction de cette formule (A) nofi're aucune difficulté et 
tout géomètre déduira cette formule dès qu'il en aura besoin. Si 
j 'ai cru pouvoir vous en parler, c'est que je ne l'ai rencontrée nulle 
part. Si l'on substitue au lieu de s sa valeur ; = rf(^x, y), l'intégrale 
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Je surface / i ¥{x,y,z)dx dy devienL une inttgralo double 
ordinaire / / ¥ dx dy étendue sur le domaine (D). En posant 




mainlenanL 

on peut prendre u et p comme variables indépendantes tandis que w 
est «ne fonction de m et de c en vertu de fa reIation/î= 'f (/,/<) 
et il est clair que la représentation géométrique de cette fonction iv 
de u et de v donnera précisément la surface S' transformée de S. 
On a donc 



S7 = 


df df <?«■ "^ _ -y , ''/ ''*■ 
du ôw du' dv df (îw àv ' 


4r ifi «ï/i 'i^ •iy ¥' ''A '>'" 

àii du ôiu du ôv dv i)w de 


dx ôx 




du de 
ày dy 


•Kf,A) , à{fj,) ùw (!(/,/,) dw 
à{u,v) ' d{w,9) au ô{u,w) Ov' 


Tu d^ 




ù(cc,y) d(a^,r)dw 0(0-, y) d^ 
d(u,e) iJfc, «■) ou diw, u) 09 


'"^-j 





Soit d's un élément de la surface S', 
normale avec les ases Ou, Oc, O tv; o 



, ^, Y les angles que fait lu 
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TIELTJES. 


donc 




</jCOS:!=— ^(/(^(^i., o'tCosP=- 




et il vient 




fjj'"---f.Hm-'-m- 


».+""■■' 



Or, ail second membre, on a précisément l'intégrale de surface 

J'étudie avec le plus grand intérêt et profit le premier volume 
du beau Traité d'Analyse de"M. Picard, Ne s'esl-il pas glissé un 
petit lapsus page 190 dans ce passage : 

11 Faisons encore la remarque importante que la densité p d'une 
coiiclic sans action sur un point intérieur ne peut s'annuler en 
aucun point de ia surface convexe S. C'est ce que montre l'équa- 
tion fonctionnelle de M. Robin u 

La proposition est vraie, même sans supposer que la surface soil 
convexe, mais elle semble demander une démonstration toute 
différente. Je ne vois en aucune façon comment on peut la conclure 
de la formule invoquée. 

Veuillez bien agi-écr, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mon dévouement bien s 



- ST/ELTJES A IIEFIMITE. 



Cher Monsieur, 

Je dois faire amende honorable, j'ai mal compris le passage cité 
du Traité de M. Picard. 

C'est un tbéorème connu, que, si l'on distribue de l'électricité 
positive-sur un conducteur, soustrait à une influence extérieure, 
la distribution de l'électricité sur la surface est telle que partout 
la densité superficielle p est positive ou, plus précisémenl, p n'est 
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jamais négalif, CeJa découle ii 



lE 321. 

lédiatemenl de la formule 



îo). 



Mais M. Picard n'énonce pas celte proposition d'une façon expli- 
cite. Elle reste vraie, que la surface soit convexe ou non. 

En lisant le passage cité, j'avais donc cru qu'il visait cette pro- 
position-là, mais je reconnais maintenant que M. Picard y suppose 
la proposition dont je viens de parler. El il veut évidemment seu- 
lement la préciser encore, dans le cas particulier où la surface esl 
convexe, en ajoutant qu'alors la densité ne peut pas même s'annulci' 
en aucun point. 

Vous voyez donc d'où vient ma méprise ; en lisant, je croyais qui^ 
la relation 

n'était point connue encore, mais devait ^tre démontrée, tandis 
qu'elle était supposée connue. On démontre seulement que le 

cas js = o même esl impossiLle. 

En parlant de ce sujet, je ne résiste point au désir de vous 50u- 




mettre une difficulté qui m'inquiète terriblement depuis un mois. 
Peut-être que si M, Picard veut y faire attention un moment, il 
dissipera tous mes doutes. Il s'agit de l'attraction qu'exerce une 
couche répandue sur une surface. Supposons que le point attiré 
soit sur la surface même, et considérons la composanle de l'attrac- 
tion suivant une direction située dans le plan tangent. Suivant moi, 
cette composante n'a aucun sens, est tout à fait indéterminée. Or? 
M. Duhem, pour lequel j'ai la pins grande estime, \eut dans ses 
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Leçons si(}' V Electricité que celle composante ail une valeur 
finie. Voyez, page 83, où celle proposition est énoncée nettement 
aiec force détails sur la continuité de cette composante (?). Mai^ 
je suppose que la surface S| de M. Duliem se réduise à un cercle 
de rayon R. La densité sera = i , le point attiré au centre. J'exclus 
ce point par une petite courbe dont le rayon vecteur = e, la com- 
posante de l'attraction suivant Ox est alors 

Or, je peux prendre pour s une fonction quelconque de Q assu- 
jettie seulement à ces conditions 

^=/('ij>o, /(o) =./(?,«), 

ei de devenir infiniment petite à la limite. SI je prends î= consi., 
j'ai X = o, mais supposons que je prenne e = c e™*', c étant une 
constante Infiniment petite, il vient 



'—s: 



et il est clair qu'on peut obtenir tel résultat qu'on voudra en chan- 
fjeant la forme de la petite courbe autour de l'origine. Donc, sui- 
vant moi, X n'a aucun sens, et il me semble bien que cet exemple 
remplit bien toutes les conditions de M. Duhem, car la courbure 
de ma surface est nulle, par conséquent finie. Du reste, M. Jordan 
aussi dans son Cours d'Analyse, t. Il, p. 212, dit : « Enfin, l'on 
reconnaît sans peine que, sur la surface attirante, les intégrales X 
et Y sont indéterminées. » 

Je ne vois donc pas moyeu d'échapper à la conclusion que les 
énoncés de M. Duhem doivent être rejetés, mais je viens jus- 
tement de faire l'expérience combien je suis sujet à me tromper, 
er je ne serai guère tranquille avant que-la question n'ait été 
examinée de nouveau. 

Votre très dévoué. 
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322. — IIERMITE A STIELTJES. 

Paris, ag décemhre 1891. 
Cher \mi, 

Voilà déjà quelques jours que j'aurais dii vous faire parvenir Li 
réponse que je vous envoie de M. Picard aux difficultés qui sonL 
en dehors de mon domaine ordinaire et qui vous ont occupé sur 
les composantes de l'attraction qu'exerce une couche de matière 
répandue sur une surface. En restant dans mon horizon restreint 
et borné aux fonctions elliptiques, j'ai un peu étendu mes précé- 
dentes recherches en considérant, au lieu des quantités a + sna^, 
^ -f-cna;, Y + dn37, dans le cas où toutes leurs racines sont doubles, 
les expressions suivantes : 

K + Bcnx + CAax, k + hinx^Cànx, 
A-i-Bsna--f-CcTi3-, A sna- -!- B cna- -t- G dna^. 

Elles contiennent une indéterminée qui subsiste, en les assujet- 
tissant à remplir la même condition, et voici les résultats auxquels 
je suis parvenu, non sans un peu de travail, 

Aa->.aAaim— k^ cniacniw —k'i=i 





iU 


'M SI 


n^a — sa 


^x)^ 




{'- 


--t' 


511* < 


.>(.-^-> 


i sn' j- ) 




a(c 


na! 


>na^ 


tlnar — SI 


nadii» 


ca^y 




('- 




sn'o)(i- 




^x) 


■ik^ 


(dn 


asn 


i3:i:na:- 


SIICTCC 


--'"-)' 




('- 


-/,. 


sn»«)(i 


— k^s, 


.^.) ' 


ik"- 


■■(sn 




,:*.dn^- 


-cnad 


iiasna-)' 



iln'jacln 

La démonstration est on ne peut plus facile ; les seconds membres 
i€ contiennent en effet que les quantités qui s'expriment immé- 
liatement par l'argument double, en x et en n, à savoir : 

■isna'cnaJdna- _ t _ k'J^Anix — /r'cnaj- 

i — k^sa'-T ~ ^"*^' I — ^ssin'a: ~ tk'^ ' 

sa^x _ dii7.r — cn,.r sa^x dnno! — k^ i-n2x — k'> 
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Je n'ai pas aon plus renoacé à me servir de la transformation 

(lu second ordre; ainsi, en introduisant le module l^ r et 

posant (i -H fc)a;= ^, (i + k)a = a, je ti'ouve sous une forme plus 
simple 



Jn(=<,/)dn(ï,/)-cn(a,0«n(Ç,0 

— l'i^nti /Isni'î .._ ^^' (snacna7 — cnasnar)' 

' '"'-''' '''"^^'''-(. + ;tsnS«)([ + Â-sn^^)' 

J'entrevois des applications de ces résultais, et je me réserve de 
vous en parler quand j'y aurai. suffisamment réfléchi. 

En saisissant l'occasion du jour de l'an pour \oiis en\oyer Ions 
mes vœux ainsi qu'à M™" Stieltjes pour votre bonheur et celui de 
vos chers enfants, et vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance 
de mon afl'ection bien sincère et bien dévouée. 

Le Mémoire de M. A-stor où se trouve l'intégrale de l'éqnation 
■l'Euler sous forme irrationnelle est intitulé : Sur quelques pro- 
priétés du mouvement d'un point matériel assujetti à rester 
sur une surface du second ordre, et a paru dans les Annales de 
l'Enseignement supérieur de Grenoble, t. J, n" 2. 



323. — STIELTJES A HERMIJE 



Cheb Mohsiëur, 

Permettez-moi de vous exprimer, à l'occasion du jour de Tan, 
mes meilleurs vœux pour la nouvelle année qui va commencer. 
l'ulsse-t-elle ne vous apporter que du bonheuri 

.Te vais vous entretenir de quelques calculs que j'ai faits; puis- 
i]u'il y entre les fonctions elliptiques, j'espère qu'ils trouveront 
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grâce à vos yeux. En posanL 

et en intégrant par parties deux, fois, on obtient une relation récur- 
rente entre S^^j, S„, S„+3, la voici : 
(2) [:r= + «ni + ^'')]S„=«(«-i)S„_î+/i(n + i)^-2S„+,. 

Gela suppose » >■ i , mais la relation reste vraie, même pour « = 1 , 
à condition de remplacer alors n(n — i)S„_ï par l'unité. Soit 



= («) [?(i) = S,j, 



n(«-,)S„- 
alors la relation récurrenti! s'écrit 

On en déduit un développement en fraction conLinue de f{'i), 
en particulier pour /i =; I, a, 



ï(3) 



-f/"— »""*- 



J'ojjlieiii des résultats analogues en posant 
Une intégration par parties don 



lonne 



xG„= nD„_|-(n-i-i)D„.,,, a^D„= «C,,-, — (» + i)/.'C„+ 

(pour /î = o, il faut remplacer /iD„_i, «G„_, par T uni té). 

Posons 

G;, n„ 
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■ 3:+(. 




)W'.+.' 


puis 


j 






p.. 


{n + 


i)= 




a; + 


(n 


-Ha; 


l'f' 




"^; 


(" 


■-H 3)2 




c4- ' 


37 -i-.. 


et, pour/i = o, 








r- 




n « rfu =. - 



X'"-"""" 



Les intégrales définies n'onl un sens r[ii'en supposant que la 
partie réelle de x soit positive. Mais en substituant, au Jleu des 
fonctions elliptiques, leurs développements en séries périodiques, 
on reconnaît que ce sont des fonctions uniformes de x n'admettant 
que des pôles simples, ainsi, par exempte, 

et j'ai pu démontrer que la fraction continue 



représente la fonction transcendante de x, pour toute valeur 
réelle ou imaginaire de la variable. Il faut excepter seulement le 
cas où X serait purement imaginaire, il se peut qu'alors la frac- 
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lion conlinue ne soit pas convergente, je pc sais pas ce qui arrive. 
Si l'on se borne au cas où x est réel, il n'y a aucune difficulté et 
la convergence des fractions continues peut se déduire de la déduc- 
tion même que je viens d'indiquer. 

Autrefois j'ai donné une démonstration de ces formules, toute 
différente, dans les Annales de Toulouse. 

Je ne crois pas que je vous ai jamais parlé de l'algorithme sui- 
vant dont je me suis occupé déjà étant étudiant à Delft. En par- 
tant de deux nombres a et b, je pose 

a-*-b ^ ^ a^+6' 



alors on voit facilement q\\ea„elb„ tendent vers une limite M(£ï, b). 
Mais je n'ai éprouvé que des déboires en cherchant une expression 
analytique de M (a, é). Pour vous en donner une idée, je dirai qu'on 
peut construire une série 

à coefficients entiers 



de manière qu'o 



MI/(»),/(-»)l = i 
H(o,J). 



1 détermiuanl j: par 

« A') 

b A-") 



La qiieslion serait ainsi ramenée à l'élude de celle fonction ^(d;). 
Mais voici une circonstance fâcheuse : le rayon de convergence de 
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la série ^ra^a;" se réduit à zéro, ainsi j'ai vu s'écrouler tout cet 

échafaudage. Et cependant lorsque 37 est petit (x = — par exemple j 
on peut fort bien employer la série pour des calculs numériques. 
Il me semble que cette transcendante M(«, b) doit être d'une 
nature bien singulière, mais je ne sais pas si j'en saurai jamais 
quelque chose. 

Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué. 

P. -S. — Je rouvre pour vous dire que je viens de recevoir 
voire lettre. Mille remercîments à M. Picard pour sa Note qui me 
met à l'aise. 

324. — IIEIiMITE A STIELTJES. 

Piiri., îSjain-ieriSaî. 
Mon CHKJi Ami, 

Vos belles formules pour le développement en fractions conti- 
nues des intégrales i e'^^u^ldl, ... m'ont fait le plus grand 

plaisir. Elles semblent montrer que les quantités qui ont une 
expression si élégante ont leur place dans le cadre des fonctions 
analytiques et il y aura lieu sans doute d'en entreprendre l'étude. 
Mais en ce moment je ne fais d'autre élude que celle de mes pro- 
chaines leçons qui n'aiiront plus pour objet, à la demande de 
M. Picard, que les intégi'ales eulériennes et les fonctions ellip- 
tiques. J'ai accepté avec empressement la diminution, éprouvant 
un peu d'ennui à répéter, depuis tant d'années, le théorème de 
M. Mittag-Leffler, les facteurs primaires, etc., et en pensant aux 
intégrales eulériennes, je viens de m'occuper des nombres de Ber- 
noulli. Permettez-moi de vous en dire quelques mots. 
Ayant posé 

3! X JiiX-- lî.ari 



e premier point est d'obtenir les relations qui servent à leur 
calcul. Soit, à cet effet, \ une indéterminée : j'observe que le second 
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membre peut se représenter jJar l'exponentielle e'-*' en convenant 
de remplacer les puissances \, A^, ),'', ..., par — 71 o, B,, o, 
— E^,, .... Or le produit 

les relations cherchées se trouvent donc an moyen de ce chaii- 
g;emenl eiTectué dans l'égalité (/ + r)" — X"^o ou ^r pour 
x^ !. 

Cela étant, soit 

on aura de la même manière et plus généralement 

F(Xh-i)-F().) = A, 
ou plutôt 

r(ï. + i)-F(>.) = F(o). 

Si l'on applique cette relation au polynôme F(x — 1), on en tire 

F(\)-F(l~i) = ¥'(-!) 
et, jiar àulle, 

F(>, + i)-F(X-0 = F'[o) + F'(->), 

d'où, pour F{x)-=:x'', l'égalité .donnée dans mon cours. En 
employant F{^ + a) au lieu de F{.r), on trouve 

F(^-^« + i)_F(.r + «) = F'(«), 
puisj pour a=z . 

et dans le cas de F{x) = a^", après avoir multiplié par a", 

en supposant n pair. 

Tout cela est archi-connu, mais j'ai songé aux égalités données 
par M. Malmsten dans son Mémoire sur la formule sommatoire. 
Elles se tirent de 

I l I ^_j5î£!. 



dbyGOOgIC 



3l4 COKRBSPONDÀMCi: U'BERMITK ET DE STIELTJES. 

en posant encore ^. = r^'''^! ^°'^* ^*^^ conditions 

Miiltipllant par e-^ — i , il ^'jenl en efTel 

, _ y ^^ „ ' V (J--I-I)"-?-" ^„ 

d'où en idenlifiaiil 

(A) (i^_,)"--î,™=_^ _ (« = 1,2,3, ...). 

Donc, pour n=^ zm, 

et, pour 7i = am + I, 

, >„ _. (am + i),B, , , , ,„.(»'» + .).„ ^_ 



ce qui est le résultat de Malmsten. 

Je remarque encore qu'en remplaçant le second membre de (A) 

par 2 / x" dx el faisant 

F(a-) = SiX + SiX^ + ...+ K„cc'>, 
on a 

F(X + i)-F().) = 5y V(œ)ds. 

Soit en particulier, pour n^=2m, V{x)^ x'"(x — i)"' et 
J„, =: / a:"'{i — x)"' dx, on attra, pour in = zp, 



Ces relations me semblent nouvelles; patilo majora 
rrivons au théorème de Staudt. 
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Je pars de la formule qu'a donnée M. Bertrand dans son pre- 
mier volume; elle se lire de ■ f_ ■ en posant e^— i = ^, d'où 
a: = \<i%{i + l) et, par conséquent, 

-j^ - i log(n- - I - ; («^- 1) -+- 5 («^" ')^-- • -. 

mais je pense inutile d'employer les expressions i'^/-; il suffit 
d'écrire 

pour avoir facilement 
si l'on pose 

Ces nombres a™,„ donnent lieu à une première remarque. Soit 

il est clair que A,„,n^= o pour m < rt, h.n,n^ t et Ato.i = ^ ,^ ^,j • 
De l'équation posée on lire 

et, retranchant de k première multipliée par /i, on en eonclul 

«(."-.)-=2("'^'"--"'^"-"*"""' 

l'identification donne donc 

nA,„_,,„-,= mA„,.„— nA„_,.„ ou m A„,,„,= «(A„_,.„-h A.,„-,,„_,), 
égalité qui détermine tous les coefficients, sachant que Ani,ni= i 
et A,„ ,= - — i-^- On passe ensuite aux quantités am,ii d'après 
la formule An,,n^ '^^^^^^ d l'on trouve 

Soit encore «m,,, = i .a.3, . .na,,,,,,, on en conclut 
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•donc a,„^„ est toujours entier, de sorte que a^^„ est divisible par 

1] en resuite crue dans l'expression de B,,, les termes ^"''" sont 
' f n-\-i 

entiers lorsque n -\- i n'est pas un nombre premier. 

Supposons n + i^jo, p étant premier; les coefficients du 

binôme deviennent alors 



c est-à-dtre 

Or on snit que le second membre est t(}ujoLtrs ^ o, sauf îe cas 
où l'exposant 2 m est divisible par p — i ; alors on a 

a3m,«= — i; 

d'où le théorème qu'il fallait démontrer. 

J'ai été extrêmement ému par la mort de Kronecker, dont la 
nouvelle m'a été donnée, la veille du jour de l'an, par M. Hensel, 
privât docenl à l'Université de Berlin; j'ai su ensuite, par une 
lettre de M'"^ Helmholtz, qu'il avait succombé à une atteinte de 
l'influenza. Nous avons en ce momeûL l'épidémie à Paris qui a 
augm'enté de moitié le nombre des décès ; en vous souhaitant bien 
vivement, mon cher ami, qu'elle vous épargne à Toulouse, et 
dans l'espoir d'avoir bientôt de bonnes nouvelles de votre santé, 
de celle de M™" Stieltjes et de vos enfants, je vous renouvelle 
l'assurance de mes sentiments les plus dévoués. 



325. — STIELTJES A HEUMITE. 



Cheh Monsieur, 

Je suis bien coupable et j'aurais bien dû vous remercier depuis 
longtemps pour l'envoi des recherches de M. Sylvester, dont cer- 
tainement, sans vous, je n'aurais pas eu connaissance. Pour mon 
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•excuse, je peux 'dire que j'ai été très occupé et pris de diverses 
façons, aussi j'aurais voulu ajouter à mes remercîmenls quelque 
chose qui pût vous intéresser. 

Votre lettre, par laquelle je vois que les, nombres de BernouUi 
vous occupent encore une fois, m'a fait penser à un beau résultat 
de IVI. Kummer dont je veux vous parler. Si vous le connaissez, 
vous n'aurez qu'à sauter cette partie de ma lettre. Soit 

où a„, q, r, s sont des nombres commensurables, mais dans le 
déao"iinateur de ces nombres ne doit point figurer en facteur le 
nomore premier impair^. Supposons qu'en développant suivant 
les puissances de x on ait 



alors le théorème de M. Kummer consiste dans cette congruence ; 



m et k étant des entiers et »/ ^ ^ ^ o. Il faut interpréter, du reste, 
cette congruence ainsi : le premier membre n'est pas nécessaire- 
ment entier, mais, en multipliant par im facteur convenable qui 
ne renferme pas p, il devient entier et cet entier-là est alors 
divisible par^o*. La démonstration est facile; on a d'abord 

(«^o,,,,.,3,..., «'=o,t, ■2,. ..,«). 

En calculant œ"'(o), on en conclut 

A., = 22(-0»'('>),..«.[K»-»-)H-".'+îl". 

Il est clair que, dans cette expression de A,„, les termes avec «„, 
où n > m doivent disparaître et cela se vérifie facilement parce 
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que la n'*""" dilTérence d'un poljnomc du degré m < n est îdca- 
tiquëmeot nulle. 

Avec celte valeur de k.^ il vient maintenant, pour 



r/,=o,i,^,...,.tt^-A{/.-i)1 



Or, d'après le théorème (le Fermai, i — [/■(/! — n'") + sn'-\-cjY ~* 
esldivisible par/?, excepté seulement le cas où/-(/i^n') + i '+? 
serait divisible par/). En supposant donc m^k l'un des deux 
facteurs 

[,-,„_,0-^n'-i-y]'"ji-[7-(«,-«') + .«'H-g']/'-';* 

sera toujours divisible par /)*, d'où la proposition de M. Kummer. 
Je l'ai exposée ici sous une forme légèrement généralisée, indiquée 
par M. Stern {Journal de Borchardt, t. 88, p. 90). Kummer 
lui-même a supposé y = o {Journal de Crelle, t. 41, p. 368). On 
peut faire une foule d'applications de ce résultat, M, Kummer lui- 
même l'a appliqué aux nombres de Bernoulli et d'Euler, M. Stern 
aux coefficients de la tangente, 11 j a quelques années, ayant à 
considérer le développement 



^/..if^y, 



Ci —-i, Ci= ■??,, Ca= O93, Ct.= 45 86a, Cj = 5 27673a, 
Ce = 934 io5 832, c^ — 3Î5 299 461 G72, 

j'en ai déduit des congruences entre tes nombres Ck qui m'ont cEc 
très précieuses comme vérifications dans le calcul de ces coeffi- 
cients (qui sont tous ^ 2 mod (o). 

C'est à l'occasion de recherches sur les fractions continues que 
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j'ai fait ces remarques ; on a 



la fraction continue est convergenle et représente 






tant que la partie réelle de a; est >o. Mais justement, ces jours-ci, 
j'ai fait sur cette théorie des fractions continues une remarque 
exlrêmement simple et dont j'ose vous entretenir. Soit 



ai a: 



une fraction continue où 

sont des nombres réels et positifs. 

Si X est réel et positif, il est clair que les réduites d'ordre pair 



lendenl, pour n = 00, vers une limite déterminée F{x), De même 
les réduites d'ordre Impair 



P,n+1 _ 1 



tendent, pour R = 00, vers une limite déterminée F, (a;) et 
F,(^)--F{^)ïo. 
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[Du reste, d'après un Uiéorème rlc Stern, on a F,(^)^F(;c)>o 
lorsque la série 

a,-i- «2-+- (li-Mii-H. . . 

est coTii'erge.nte ; mais, si cette série e,^l divergente, on a 

F,(3r) = F(*).] 

Le Lliéorèine général est celui-ci : 

Supposons que x ait une valeur réelle ou imaginaire quel- 
conque, en exceptant seulement les valeurs réelles et négatives, 
en sorte que la partie négative de l'axe des x est considérée 
comme une coupure. Alors on aura toujours 






et F(^), Ft(x) sont des /onctions analytiques, uni/ormes et 
sans points singuliers dans le domaine considéré. 

Je possède depuis longtemps la démonstration de ce tliéorèrac, 
mais elle est très difficile; j'obtiens aussi la forme analytique de 
ces fonctions F{x), ¥, (s). Pour l'indiquer brièvement (quoique 
cela n'est pas tout à fait exact et demanderait quelques explica- 
tions), je dis qu'il existe toujours deux fonctions positives /(«), 
/, (u) de la variable réelle h, telles que 

Dans le cas où la série 



est convergente, les fonctions /( h) el /",(;/) ne sont pas iden- 
liques, mais on a 

J" ii"y\u) -Mu)] du = o (/.- = O, [, 2, 3, . . .1. 

L'existence de ces fonctions ç(h) qui, sans être nidles, sont 
telles qui 



s: 



me paraît très remarquable, 
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Mais voici maintenant la remarque très simple que je viens de 
faire. 11 est extrêmement facile de montrer que 






en supposant la partie vée\]e positive. Ce n'est pas, vous le ' 
le théorème complet, mais cela en constitue une partie qui 
pas sans intérêt. 

En considérant uniquement les réduites d'ordre pair, on 



Q2«(^) QoQ. QaQ> Q^Q» ■■" Q,.-,Q« 

les a,- sont des nombres positifs, Q^ni-^) esl un polynôme de 
degré n en ic dont (ous les coefficients sont positifs," toutes les 
racines de 

sont réelles, différentes et négatives 
<i2n(^) =- c(^ -h cc,j{a; -h ^^).. .{X -^ X,.) (a;,, a-,, ...,:*•„ positifs). 
Nous savons donc que la série 



est convergente pour toule valeur a; ^ « > o. 

Mais je dis alors qu'elle est aussi convergente et même absolu- 
ment convergente pour 

En effet cela devient évident si l'on remarque que 

1Q3„(«H-601>Q.;.(«), 

comme cela résulte de 

La proposition que les racines de Q2n(x) = o, ■ ""^' - - ^= o 
sont réelles et négatives résulte facilement des relations de récur- 
rence. De la même façon, on voit que - "'"^' , — - tend vers une 
limite déterminée tant que la partie réelle de a; est positive. 
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Cette remarque si simple est toute récente, elle me donne à 
réfléchir; j'espère simplifier la démonstration de la proposition 
complète que j'ai énoncée plus haut. Si dans la fraction considérée 
on remplace s: par x^ cl qu'on multiplie par ;r, on a 



([ui se rencontre souvent dans les applications. Tant que la partie 
réelle de x est >• o, les réduites d'ordre pair et aussi d'ordre 
impair tendent vers une limite qui est une fonction analytique 
de X. Ces limites sont identiques seulement lorsque la série 



est divergente. 

Vous voyez immédiatement l'application qu'on peut faire de 
ces résultats à un grand nombre de développements en fraction 
continue, par exemple à celles obtenues pour 



/' 






La démonstration de l'existence de ces fonctions positives, 
/{il), /")((/), dont j'ai parlé plus haut, est, je crois, ce que j'ai fait 
de mieux en Analyse. Je les obtiens comme limites de certaines 
fondions discontinues. Mais je veux réfléchir encore. 

Je comprends aisément, cher Monsieur, la tristesse qu'a dû vous 
causer la mort encore prématurée de M. Kronecker. Mais son nom 
restera, seulement on ne remplira pas aisément la place qu'il a 
laissée vide. Je suis heureux de pouvoir vous donner de bonnes 
nouvelles de ma famille. 11 est vrai que nous n'écliappons pas aux 
vicissitudes de la vie; noire fille aînée a la coqueluche et je crains 
beaucoup que les autres ne l'aient aussi. Mais c'est une maladie 
assez bénigne et espérons qu'il n'en résultera pas de mal. 

Veuillez bien accepter, cher Monsieur, mes meilleurs vœux 
pour vous et tous les vôtres; votre très dévoué. 



dbyGOOgIC 



- SriELTJBS A HERMITË. 



Cher Monsieur, 

En considérant une certaine fraction continue périodique, j'ai 
obtenu une curieuse relation entre deux intégrales elliptiques et, 
en même temps, il devint clair qu'on pourrait obtenir une infi- 
nité de relations analogues entre des intégrales hyperelliptiques. 
Comme le raisonnement était fort indirect, une autre métliode 
pour obtenir ces relations était très désiraJïle, Vous allez voir qu'on 
y parvient avec la plus grande facilité à l'aide des théorèmes de 
Cauchj sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. 
Soit 

7 _ (a-a)U-fi)(a -T) 



je suppose a, p, y réels et 
la fonction 



< . < P < y. 



' {' 



alors uniforme dans le domaine O limité par les courbes C, Ci , 




Ca ; je suppose a et ic appartenant à ce domaine D, cl, pour mieu: 
fixer les idées, je les supposerai réels. 

Pour fixer le signe du radical je suppose que lorsque mods es 
très grand on a 

v/Z = 3-i-.... 
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D'apros cela, on constate facilement que lorsque z est réel 
/Z est positif lorsque -s > f , 
/Z est /levait/ lorsque a: < s < p, 
/Z est négatif lorsque ^ < o. 

Cela étant, on a 

J f(,z-)dz +J f{z)dz -^J f(_z)dz = 2Ki-s:xèûin%. 

Il n'y a que deux pôles (réels) a qV x et, d'après ce qui précède, 
le résidu pour s ^= iî; est 

X étant ce que devient Z en remplaçant z par x, le radical y/X. est 
pris posiiivement, s = + i lorsque a7 >• y et e = — i lorsque ,t est 
négatif ou compris enlre a et [3. En calculant de même le résidu 
pour 3 ==«, on a 

j'f{^)dz-l-j'f{z)dz-^j'f{z)dz = -^^iHI^^\ 

(e'^z + i lorsque a > 1', s'= — i lorsque rt est négatif ou compris 
entre a et p, 0V positif toujoiirs). Or on a 

et ensuite on voit avec un peu d'attention que 

</ — Zi étant toujours pris avec le signe +. 

On obtient donc définitivement celte relation 
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C'csl lu [tréciséinenl, un peu gcnéralisi!, le résultat que j'avais 
ol>tenu d'abord en considérant une certaine fraction continue 
périodique. 

On aurait pu prendre f{z-)^= _ ■ avec le seul pôle z := a. 






Veuillez bien agréer, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mon dévoûment bien sincère. 

P.~S. — Je m'aperçois en ce moment que les résultais précé- 
dents ont un rapport étroit avec les recherclies de JacoLi, Bor- 
chardt, Halphen sur la réduction en fraction continue de la racine 
carrée d'un poljnome. Voir, par exemple, H.iLniEN, t. 11, 

p. 620 : il réduit en fraction continue - ' _ ■ - ■ ■ Or vous voyez que 
(A, ,^-.WÂ _^ 

peut se mettre sous la forme 

[la fonction F(m) s'annulant du reste par intervalles et ayant des 
expressions différenles dans les intervalles où elle n'est pas nulle]. 
J'ai étudié précisément la réduction en fraction continue de cette 
intégrale (A') et le lien avec les recherches antérieures provient 
justement de ce que cette intégrale (A'), pour une détermination 
convenable de F(m), se réduit à la quantité algébrique (A). Celte 
remarque est nouvelle, je croîs. 
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337. — IIEUMITE a STIELTJES. 

Paris, 19 février i8|)'!. 

Mon cher Ami, 



Vos ihéorèmes sur les fractions cunlhiues algélirlques consti- 
tuent toute «ne théorie d'analyse extrêmement intéressante et 
dont vous aurez découvert les principes essentiels : c'est un grand 
et important travail qui s'ajoute à d'autres que vous avez entrepris 
et que vous conduirez à bonne fin. Mais vous ne vous étonnerez 
point que j'aie quelque peine à vous suivre, ne voyant que vos 
résultats, sauf cependant ceux de votre dernière lettre du 12, qui 
sont d'une nature plus élémentaire et que vous m'avez exposés plus 
explicitement. Et encore j'aurais besoin, pour m' éviter de faire des 
efforts, que vous m'aidiez à bien voir comment vous trouvez que 
votre radical \/Z est positif pour ; > Yî négatif lorsque a < 3 <; [b 
et négatif pour z < o. 

Donc, à l'occasion, lorsque ce ne sera point vous déranger, je 
vous demande, en faisant Z = (s — <')(2 — ^){3 — c)(s — </), la 
détermination des signes à attribuer au radical \fL, lorsqu'en 
cheminant sur l'axe des abscisses de — coà -f-oo, et considérant 
les circonférences de rayon | « | < | ^ | < | c | < | (/ 1, on se trouve 
d'abord dans la région du plan extérieure à la plus grande, pour 
pénétrer successivement dans les couronnes limitées par les rayons 
(c), (6), (a). Vous verrez en vue de quelle question on peul 
employer ces déterminations de signes; en attendant, je dois vous 
dire que, si ma réponse à vos dernières lettres a eu beaucoup de 
retard, la faute en est surtout à M, Edouard Weyr, qui m'a 
demandé un article pour le Bulletin de l' Académie tchèque. Je 
me suis mis à l'ouvrage en pensant que les Annales voudraient 
peut-être bien reproduire ma Note, dont voici l'objet. En cher- 
chant dans la théorie de la transformation les relations entre les 
intégrales elliptiques complètes de seconde espèce, qui corres- 
pondent aux relations entre les périodes relatives au module 
proposé k et au module transformé /, j'ai obtenu les équations 
suivantes : Soient L et L' les mêmes quantités en l et l' que K 
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ol K' en k cL k'^ je me pose le pi-oblème <\c. la trans tonna ti on 
comme ayant ponr but de dclermiiier le module /, et le nmlliplî- 
cateur M de manière à avoir 

§—-*■■■. ^— .<'>.', 

où a, b, c, d sonL des entiers salisfaisanl à la condition 

ad—bc--= n, 

qui est positif et représente l'ordre de la trunsformalîon. Cela 
étant, Boil, comme Weierstrass, 

J= / iii^a^cfe, ii'— I sii'3;(/,r, 

puis semblnblcment, en considérant le module /, 

Ji= / snî(a-, Orf^, J'i = f -^"'(a^. <^-^- 

On aura, en désignant par N «ne fonction algébrique du jno- 
du!e, 

■Il r^_dS — iOy^ ~(dK — ibK'), ^-! =-~cJH-2flJ'-H -{— i?K-l-'«K'). 

La quantité N a, ce me semble, un rôle important; ainsi, je 
trouve que les fonctions P{a:), Q_(cc), R(a^), S{.r) de la page 2^0 
de mon Cours s'expriment ainsi 






Il y a lieu de former les équations entre N et K, tout aussi bien 
qu'entre M et K, et, comme prélude à cette reciiercbc, j"ai obtenu 
la relation suivante 
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qui s'ajouLe à l'équation, d'une importance capitale, qu'a décou- 
verte Jacolii 

Mais i! me faudrait votre belle activité pour mener à leur terme 
ces entreprises; il me faudrait surtout ae plus avoir ni thèses de 
doctorat, ni examens de licence et de baccalauréat, ni, hélas! de 
leçons. Je donnerai, mon cher ami, à la Sorbonne votre charmante 
méthode pour obtenir l'équation B(<ï, 6) =i ^j^^^ — -A-j et c'est 
en vous remerciant encore de votre communication si utile, que je 
vous renouvelle l'assurance de mon affection bien dévouée. 

Vos enfants sont-ils débarrassés de la coqueluche? 



- STIELTJES A HERMITE- 



ClIF.Ll MOIS'SIELIII, 



?, s4 févr 



Mille remercîments pour l'article que vous nous promettez pour 
nos Annales sur la tiansformatiou des fonctions elliptiques et 
particulièrement sur les intégrales complètes de seconde espèce 
transformées. Nous l'accueillerons avec le plus grand empresse- 
ment, vous n'aurez qu'à nous envoyer les épreuves du Bullelin de 
V Académie de Prague. 

Permettez-moi maintenant de dire deux mots sur le signe du 
radical 

»/Z, Z^(z-a){z-b){z-c){z-d) {a<b<c<d). 

En supposant z très grand, on peut prendre \/Z ^= + r- à peu 



près (et non : 
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^-« = R„(cos-=a+,-s 


■>?«), 




z — b = Rj(cos<f6 + is 


HT*), 




Z — C= R(,(C0S(i!t + ts 


1?.)- 




Z — d= R,;(C0SÇri4-IS 


n?,;), 






P= "°-^"^'- 




/Ii„R/.H,.R,-(cosP^-("sinPl ( 





Lorsque Z positif est U-ès grand, tp„, pj, o^, cp^ sont nuls; pour 
avoir pour un point quelconque la valeur de y/X il n'y a qu'à faire 
varier les arguments toa, ..., o,/ d'une façon continue ; de celle façon 
vous voyez par exemple que lorsque z est réel compris entre c etd 



rai'gumenl de \/Z sera +7' a,;=-, »«=ïi='fc=o. Lorsque ;„ 
décrit le cliemin C, on aura 

Pour le chemin C, au contraire, on aarail la valeur 
Supposons /}<z<c. Si, pour arriver à celte valeur finale, on 




ne traverse ni la coupure (a, 6), ni la coupure (c, d), vous voyez 
que l'argumenl. de \/Z, devient -, c'est-à-dire \/Z doil èlre pris 
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avec le signe — ■. Pour ]e chemin C, par exemple, on a 

Pour le chemin C on aurait P = — r., mais cela donne la même 
valeur que P = + « puisque la différence de ces arguments est 277. 
Dans tous les cas, la considération de l'argument de t/Z indique 
sans ambiguïté la valeur de t/7j qu'il faut adopter. Si le chemin 
de s passe par un des points a, b, c, d la loi de continuité ne 
suffit plus pour distinguer entre les diverses branches de \/7j, ei 
l'on peut faire la continuation d'une façon arbitraire; dans ce cas, 
rien ne permet de distinguer une branche de l'autre. 

Voici une remarque que je viens de faire. Je rappelle la formule 

(voye::, par exemple, le Calcul intégral de Sen-et). 

Cette formule, du reste, se déduit de / z"'' e''" dz=^ —~ < 

en remplaçant b par h + ci. Je prends b-:= cr=i, «=4 « + 2, 
Il étant entier et positif ou nul, le cosinus dans le second membre 



|)^co.«-...)^.. 



/" 



)S3rf= = a. 



En remplaçant a' par u, vous constatez qu'en posant 

o(„) = „ i,-!=co,(i/ï), 
l'intcgraie 

J' a'-^.{a)<hc (« = <,,, ,,,3, ...) 

est toujours nulle. J'avais reconnu, a priori, l'existence de telles 
fonctions a(«) (en nombre infini) dans mes recherches sur les 
fractions continues. Vous en avez ici sous les yeux un esempio 
bien simple. 
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Voici une objection qu'on est lento de faire, a priori, contre 
l'exislence d'une telle fonction »(«)■ 

D'abord il est clair que '^{u) doit changer de signe une infinité 
de fois, car si «(h) change de signe seulement pour w =: k^, 

/,- = ], 3, . . . , n, l'intcgrale 

J"iu-uC,lu-iu-)..,{u-ii,)-^{u)du 
devrait être nulle parce qu'elle est «ne somme de la forme 

d'autre part, elle ne peut être nulle, puisque la fonction sous le 
signe / ne change pas de signe; il y a là contradiction. Donc '^{u) 
doit changer de signe une infiniiê de fois pour 



Mais alors on peut, d'après la formule de M. Weierslrass, 
former une fonction holomorphe J>(i() 

qui doit changer de signe en même temps que 'f(ei). L'intégrale 

n'est pas nulle alors, mais en SLiljslitULint au lieu de '!'(«) sa 
valeur ^^a,iU" et intégrant les termes de la série, on trouverait 

encore contradiction. Cependant cette objection manque de 
force, car il n'est pas permis de remplacer / '}ji(u)-f(u)cia par 

/,aH f II" f(u)du sans justification particulière. Mais cela est 
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impossible, vous \enez de voir que les fonctions fin) exîstenl 
bien réellement. 

Veuillez bien me croire toujours voLrc U'cs dévoué. 



329. — IIERMITE A STIELTJES. 

Pa,-i., 2S (évi-ier .8y.. 

Mon chfk Ami, 

Les elioics faciles et simples ont souvent pkis de prix que dcf 
résultats compliqués obtenus après de grands elt'orts et je ne pni> 
assez vous dire quel prix j'attache à votre équation 



/" 



mais je désirerais vous voir faire un pas de plus. Vous avez 
montre avec infiniment de perspicacité que l'éfjalité, pour toute 
valeur de h, 

conduit à une conclusion paradoxale, à savoir 

si '!'(«) représente l'expression de f («) sous forme d'un produit. 
de facteurs primaires. 

Puis vous en trouvez l'explication dans cette circonstance qu'on 
n'est pas absolument en droit de remplacer '}'(«), dans l'intégrale, 
par son développement en série. C'est ce point important et dé- 
licat que je voudrais voir mettre en pleine lumière, au moyen du 
cas particulier où 

,(,.) = ri,-iïoo,(yi;). 

Qu'arrive-t-il donc de particulier qui empêche d'employer le 
développement en série? Ce serait extrêmement intéressant de 
rencontrer ainsi un nouvel avertissement qu'on est à l'égard des 
intégrales définies, incedens in cinere doloso. 

Mille bons remercîments pour les explications si complètes et si 
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claires que \oiis m'avez données poiir définir rigoureusement les 
signes du radical ^/Z, C'est un point de doctrine absolument élé- 
mentaire, et j'espère que vous saisirez quelque occasion pour 
publier les résultats auxquels vous êtes parvenu; et dont je me 
servirai comme je vous le ferai savoir. 

Puisque vous vous intéressez aus relations 

perracttcz-inoi de vous dire connneiit j'en conclus l'expression 
de N. 

Je remarque d'abord, en ayant égard à l'égalité ad — bc = n, 
qu'on en lire 

iiil±i^=„j +KN, 

<!j,-f- !di\ _ _.,, , ,,-,-^- 



Cela posé, soit pour un moment 

et désignons toujours par l le modide transformé. On a ces deux 
relations 

m'B ^ i=G-lI, m'^]. = IHG-ïi). 

Je vais les employer pour difi'é rentier, par rapport à k, la 
première de mes égalités me servant de point de départ, 

■^j- = «Ij-i- ibV , -^ =cL-t- idh'. 

En l'écrivant ainsi K = (aL + ib\J)M- = GM, 11 vient 

~ ( A-m + J ) = G rfM ^- -'^ ( ^ G — H ) M . 

Cela étant, j'exprime le second membre en K. et J au moyen des 

G = ~, H = (nJ -i-KN)M, 
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Mais cette égalité se partage en deux antres, (in doit égaler 
séparément à zéro les coefficients de K et J, car antrement -r^ serait 
une fonction algébrfqne de A', ce qu'on sait impossible. On a 



k dk rfM l dl 



■NM'-^ 



Cette seconde équation est celle de JacoLÎ; elle permet d'écrire 
la première sous la forme 

A- dk _dM l dl _ N rf/c 
"F^ ~ M ^ T=" n Ik^ ' 

d'où la valeur de N. 

En vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de toule mon 
affection. 

330. — STIELTJES A HEKMITE. 



Cher MoMsiEuii, 

J'aurais désiré depuis longtemps trouver un peu de loisir pour 
étudier l'intéressante question de la transformation des intégrales 
elliptiques de seconde espèce, dont vous m'avez entretenu dans vos 
dernières lettres; mais, à mon grand regret, je n'ai pas pu jus- 
qu'ici; cependant, d'ici quelques jours, j'espère en arriver là. 

Cette année, j'ai donné pour la première fois, dans mon cours, 
un développement assez complet de toute la partie élémentaire de 
la théorie des fonctions elliptiques, et, je n'ai pas besoin de le dire, 
j'ai emprunté beaucoup à votre cours. Pour obtenir les développe- 
ments trigonomé triques de sn*(s), sn(3), cn(3), dn{3), j'ai eu 
ridée de les exprimer linéairement à l'aide de la fonction Z et de 



dbyGOOgIC 



T-KTTRR ii.tO. 

otrc tln;oivine; le développem 



235 



SOS diii'ivéos d'après votre tln;oivine; le développeminit tngono- 
mélrique des fonctions Z s'ohiient sans difficulté d'une façon très 
élémentaire. En procédant ainsi, j'ai remarqué quelques identités, 
se rapportant à la transformation du seeond ordre. Elles sont assez 
simples. Ou a 



,ln (, + <)(,, + K),- 



(l + t)(i. + K),- 



A l'aide de cette relation on obtient le développement irigom 
ntéti-ique de en(«, k) si l'on connaît celui de dn(«, k). 



An.n (, + J)«, -: 



(i + J)(», + l<), - 



cnHdnH 



je trouve c| 



cu(2«,/0dn(2«,A) 



Mais vous avez tant étudié ces choses que probablement je ne 

vous dis rien de nouveau. Voiis vojez que celle dernière relation 
permet de trouver le développement trigonom étriqué de cn«dn« 
(cl, par conséquent, aussi celui de snu) si l'on connaît le déve- 
loppemeni trigonométrique de sn*K, qui, d'après la méthode 
indiquée, s'obtient plus facilement que le développement de snii. 
Nous avons été, M'"' Stieltjes et moi, douloureusement affectés 
par le grand deuil qui frappe M. Picard. Veuillez bien être con- 
vaincu de notre sympathie. 

Votre bien dévoué. 



P. -S. — Heureusement, 



je peu 



: vous donner maintenant de 



bonnes nouvelles de mes enfants, qui ne souffrent plus de la 
coqifeluche. 
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iln(j.«)-i-^-cn(a 
dn(-iu) — kcn(î 



236 CORRESPONDANCE D'HERMITE ET DE STIELTJES. 

Je vois en ce moment (jii'il faudrait rapprocher les formule; 
précédentes de celles que vous donnez dans votre cours (dernière 
édition, p. 286) 



An fond, il n"y a qu'à remplacer dans vos formules x par 
; + 2K. Donc, comme je le croyais, rien de nouveau I 



- UERMITE A STIELTJES. 



M0> CBIEU ÂMJ, 

J'ai passé bien tristement ces dernières semaines, comme vous 
pouvez le penser, je n'ai pu que m'occuper de mes leçons à la 
Sorbonne, sans plus songer aux intégrales elliptiques de seconde 
espèce, que j'ai oubliées. Mais j'ai mis à profit, pour la donner à 
mes auditeurs, en leur apprenanL votre nom, votre méthode de 

démonstration de la relation B(n, b) = ■ —: •■-■ — V-^j t|"i évite l'em- 
"^ ' ' l(a-i-b) ' 

ploi d'une intégrale double. Je compte aussi faire bientôt une 

leçon, dont je vais vous indiquer l'objet, en vous priant de vouloir 

bien, s'il y a lieu, me communiquer vos remarques, 

La formule 

et, en retranchant membre à membre, avec l'intégrale de Raabe : 
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ou encore, cliungeant x en ix, 
si nous posons 

Cela étant, on Irouvc facilement 

d'où résulte que '^{x) est toujours positif et décroît quand x aug- 
mente, de sorte que le maximum correspond à x ^^ o et a pour 
valeur — - On a ainsi 

logr (a -I- i) = «(log« - + Ioj,V^ -^ (.'- él^''^ «)■ 

nous aurons comme conséquence de (r) 



■(".=i:£^^jas 



(»-.,».,i, .-■) 



, en faisant x ^= /M', 

f" dy v'- 



-.-21^2^ 



c'est-à-dire 



J(«)-£!îSiLi|ï)4.. 



Soit enfin _)-=—, on obtient pour le terme complémentaire 
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l'expression 



'^--'^-^l y^fzr' '^^ 



qui permet de faire, comme pour la série de Stirling, le développe- 
ment suivaut les puissances descendantes de a. avec le reste soits 
une forme simple. 

Gauss a déjà donné cette modification de la série de Slirliiig, 
mais sans s'occuper du reste dans le Mémoire sur la série lijper- 
géométrique; on rencontre en même temps une nouvelle formule 
pour les nombres de Bernoulli, exprimés par des intégrales. 

En vous remerciant de la part que vous prenez à noire deuit, 
et en vous félicitant Lien sincèrement de n'avoir pas eu trop ;'i 
souffrir de la coqueluche, que nous connaissons pour nous avoir 
tourmentés pendant longtemps, crojez-moi toujours votre afl'ec- 

tucuscment dévoué. 



332. — STIELTJËS A lIEliMlTE. 



La seule remarque qui s'est préscalée à mol ;"t Foccasiuii do voiri' 
formule 

c'est qu'on peut un peu généraliser votre analyse de manière a 
obtenir 

(II) l\ozi:ia + h)\-{a-'.^-^b) 

J] faut supposer ici o56£i, pour ft = - on retrouve votre for- 
mule (I), pour 6 = o la formule ordinaire d'où l'on déduit la série 
de Stirling, 
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En cficl, cil procédant comniR vous et désignant toujours par J 
l'intégrale de Raahe, il vient d'abord 

, . .,-('-0' 

J— - iogr(rt-!- 



,H.j)r,„.,-i,)./^"'-==^ri-ît 



On n'a maintenant qu'à employer ia formiiic 



/-i)-%,-('-»' <,.„„„.„ 



Pour «s = Ti^ on obtient la formule (II). 

Si dans celle formule on suppose y ■< i < y> on a 

donc, dans ce cas, en développant suivant les puissances négali\es 
de «, on trouve une série qui jouit des mêmes propriétés que la 
série de Slirling, quant à son terme complémentaire. 
De même, si l'on suppose 

o<b<^^ on ~<6<[, 

011 aurait 

log{L — ae^'t-^cos'i*-!: -H e*"*)< o 

et la même conséquence. Mais, si l'on veut éviter ces distinctions 
et laisser à b une valeur quelconque comprise entre o et i , il faudra 
remplacer la formule (II) soit par celle-ci 
1, r(a-h/>)T{a-hi-b) r /■" a dx , T i —9.e^r.^ coi^.b-K -t- e<-^^'] 
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OÙ le logariilime du second membre est toujours positif (c'est la 
formule (4^)i P- 44" de mon Mémoire dans le Journal do 
Jordan), soit par 

Il y a lieu de mettre à côté de cette formule (II) la suivante 
(c'est la formule (46) de mon Mémoire, p. 44^) 

(■■■) ;-^,m^> 

Ou peut l'obtenir en suivant à peu près la marche indicfuée plus 
liaut pour obtenir la formule (11), 

J'espère, Monsieur, que vous reviendrez un jour sur vos 
recherches sur la transformation des intégrales elliptiques de 
seconde espèce. Je crois que Legendre est le seul auteur qui s'en 
est occupé dans le premier supplément de son grand Traité, mais 
à un point de vue bien plus restreint. Je sais pourtant, par expé- 
rience, qu'on n'est guère disposé souvent à revenir sur des 
recherches auxquelles s'attache un soiivenir douloureux. 

Veuillez bien, cher Monsieur, être toujours assuré de mes 
sentiments très sincèrement dévoués. 



333. - SriELTJES A HEBMITE. 

Toulouse, le k avril ,81,2. 

ClILH IMO.NSIEUII, 

Je reviens un mojtient sur la forjuidc 

(A) ^logr(a-(-&)r(«-M-i) 
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Le secon<] membre peut s'écrire 

Vous -voyez, sous cette forme, qii'on peut en tirer la valeur de 
la constante C à laqiEellc se réduit J pour a = o ; en eflel, i! vient, 
pour rt = o, 

d'où 

Mais voici une autre conséquence. Je rappelle que pour 



donc 



Cela élant, je prends dans la formule (A) 
et ajoutant on aura 

D'autre part, la formule (A) donne pour ft = - et remplaçant a 
par na, 

I [ \ . \ r" nadx: , , 

(,) losr(„„+ -) = J.- --y__-j-j_,l„S(, + .«-,, 
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J( (Jlanl ce que devient J lorsqu'on remplace a par tia. Il t'sL cliiii 
que les intégrales définies qui figurent dans les formules ( t ) et (2) 
sont idenliques, en sorte qu'on obtient en relvanchani: 



C'est le théorème de Gauss, il suffit de remplacer a par a — ; — 
pour l'avoir sous la forme usuelle 

Votre Lien alï'eetucusement dévoué. 
334. — nKMÎITE A STIELTJES. 

Mon cher Ami, 

Un mot à la liàte, au moment de m'en aller à Flanville, sur 
vnlrc relation, qui m'a vivement inléressc, 

où J est l'intégrale de llaabe et 

Développant ———^) je trouve qu'en faisant 

on :i 

£ «•»/(»)«'» = !:?(« + ») (« = <•,■,«,...)• 
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l'xrivant ensuite 

je rempbee la première iiilcgrale par 

/■'' .r rfï r' 3-(/.M 

et j'obtiens 

Changeons a:' en 1 — x dans la seconde iuléf;ry!ej oili; (le\ient 

OU Lien, si l'on suppose Z» •< - > 

et de là résulte cette nouvelle expression 

J (a + x)(a^i-xj J^ a^i — x 

Cela élant, je change de nouveau a: ^n i — ■ a;, d;ins la seconde 
intégrale, qui devient ainsi 

r^~'' 3^ — i 
j ^rfa-, 

de sorte qu'elle peut se remplacer par 

Nous avons donc, en définitive, 

.(»)= /•' ^(.-■.:^)J»- /■-' H-r.)'d. 

^' ' ./, (o-uKo + i-x) 7, (o + a;)(«*i-x)' 

ce qui me donne la satisfaction d'avoir généralisé un des beaux et 
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importants résultais de voire Mémoire sur le développement de 
logr(«), que je viens de relire et d'étudier avec le plus grand 
fruit. J'y ferais une petite modification, pour l'estension, à tout le 
plan moins votre coupure, de la formule 

Après avoir établi cette formule, comme dans mon Cours, je me 
bornerai à dire que l'équation en question avant lieu le long de la 
partie positive de l'axe des abscisses, d'après la proposition de 
Riemann, s'étend dans toute la région du plan où logr(a) ci 
i(a) ont été définis comme fonctions uniformes. 

En dernier lieu et pour la fonction de Jacob Bcrnoulli, jo par- 
tirai de l'égalité 

en ajoutant membre à membre avec 
on trouve 

OÙ 

Excusez mon griffonnage et croyez-moi toujours votre bien affec- 
tueusement dévoué. 

335. — UERMITE A STIELTJES. 

Paris. 36 avnl rftjs. 
Mon Chej! Ami, 

A la page 44' (') de votre Mémoire sur le développement de 
logr(a), vous donnez, en vous contentant de l'énoncer, ce ré- 
sultat qu'en posant c,,^ 1 x" f[x)dx, où f{x) est supposée 

(') Page ^ji du Journal de Mathématiques, t. V, .',' wiic. 
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positive, -^^ est croissant avec n, puis vous dites, avec l'intention 
de m'humilier, qu'il est facile de le démontrer. N'ayant pu y par- 
venir, je viens, en faisant appel à votre charité, vous demander 
de me sortir d'embaiTas. 

Permettez-moi, en même temps, de profiter de l'occasion pour 
vous dire comment j'ai donné, dans une leçon, les valeurs des inté- 
grales / — et ( — - — dt, peut-être pourrez-vous en 

faire un sujet d'exercice pour vos él&ves. 

J'emploie, comme Briot et Bouquet, le contour S = ABCDEFA, 
(VBC étant un demi-cerclo de rajon R, DEF un autre de rayon s, 
et je pose z= t e'f. On aura ainsi ( =: R, -j croissant de zéro à tc, 




pour ABC, puis » = «, et ( décroissant de B à e pour CD. Ensuite 
ï ^ e, ip décroissant de î: à Béro, et, pour FA, z=z t. 

Cela étant, l'intégrale (ABC) est nulle pour R très grand, et 
supposant « — i<oet^ — i<o, (DEF) est nulle pour e infini^ 
nient petit et l'on trouve 

(CD) = .«r£iii?'_,«../""î!:liï, 

Soit pour un moment 



en écrivant que (S) ^ o, puisque le conte 
discontinuité, on obtient l'égalité 

_ei7taA. + e"'*B-t-J = 



r no renferme aucune 
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o\'. bien 

— (coso^-i-isin<ni)A-t-(cos6^-M"siLi67:)l!+J = o 

Cl, par conséqueiU, 

A;iin(- = RsinèTT, J = A cos,t-— B s:nf)Tr, 
La première relation montre que A sin«Tt est indépendant de c 
<;l il suffit de supposer a = -j pour avoir A= -^ — i d'où 
J = Tt(cota- — cotfi-). 
Une remarque encore : on obtient, en changeant l en - , 



ce qui a lien pour toute valeur réelle et positive de g. Faisons une 
coupure de la partie négative de l'axe des abscisses, l'intégrale 
devient une fonction uniforme Kolomorphc de ^, comme le second 
membre; le théorème de Riemann prouve donc que l'égalité, dé- 
montrée seulement pour g réel et positif, a lieu dans tout le pian, 
moins la coupure. Soit donc ^ ^ cosS -i- l'sinS; on respectera la 
coupure, si l'on suppose 9 renfermé entre — tï et -|-Tt, et l'on 
parvient, sur-le-champ, aux valeurs 

-i(i-\-tco^O)di 






données dans les exercices de Calcul inlégi'al de Legendre. 

Je ne me suis pas fait faute d'apprendre aussi à mes auditeurs 
comment, avec la même coupure, vous avez fait une fonction 
holomorphc de logr(a) et J(a). 

En Lorraine ou j'ai passé les vacances de Pâques 

Et vous prie de me croire toujours votre bien affectueusement 
dévoue. 
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Mille reinercîmeiils pour voire élégiinto dciJiicUon tic la valeur 
(les intégrales 

Cl des iuLégralos de Legeiulre. Je ne iiianquerai pas de les exposer 
à mes élèves, Une auLre fois je pourrai \oiis dire quelques ré- 
(lexions sur la fonirule 



r 



dont je me sers pour discuter le terme complémentaire de certains 
développements en série. 

J'arrive maintcnanl à votre question sur l'intégrale 

r,=J\^'f{x)d^ [/(^)>ol. 
On a 

donc 

Soit M un nombre positif fixe quelconque, il reste à démontrer 
que -^^^ finit par surpasser M, ainsi 



--"-X- 



a^"(^-»)fix)à^ 



doit devenir >- o à partir d'une certaine valeur n:=n'. Pour le 
démontrer je prends un second nombre fixe M' pins grand que M 
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et j 'écris 

c„+, — Mc„=y" x''(x — M)/(^)dx 

c„+i— Mc„= A„-i- B,j— G„, 
A.,,, 13„, C;, élant des (^xauXiiés positives : 

k„=J' xHx-^\)f(x)dx, 
B„=J x-{o^~'^\)f(^)dx, 
C„^J x"(m^x)f{x)d^. 

Or, d'après le théorème de la moyenne, il est clair que 

A„+,>M'A,„ C„+i<MC„, 



donc 

A„+, 



>'.7^, 



oi'i X = -jTj est un nombre fixe plus grand que l'unité. Il s'ensuit 
que le rapport -^ croît au delà de toute limite; ainsi, pour /; ^ n', 
on aura certainement A„>- C„ el, par conséquent, 

c„+|— Mc„= A„-i-B„+C„>o. c, 0- F. D. 

La démonstration suppose essentiellement que/(-c) ne s'annule 
pas identiquement pour toutes les valeurs de X au-dessus d'une 
certaine limite. S'il en était ainsi, on aurait toujours 

mais le i-apport -^^t au lieu de croître au delà de toute limite, 
tendrait vers ime limite finie el qui est précisément la valeur à 
partir de laquelle /(^) s'annule. En efi"et, si l'on a 

f{x) = o pour :c^K 
[mais pas f{x) ^= o pour K — s <; a; •< K, quelque petite que soit 
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la quantitt; £>>o], on pourra appliquer ia démons Ira lion précc- 
dénie en prenant pour M et M' deux nombres <; K. Le rapport 
-^^ peut donc surpasser tout nombre ■< K. sans jamais pouvoir 
surpasser K (d'après le théorème de la moyenne); donc dans ce cas 



On a, poiir exprimer les nombres- de Beruoulli, une formule 



mais lî. = =. B.>=: T— > Bs=: -?-• 13.=; —, donc pour n = 3 déjà 
-n^ >• I, il en est de même pour les valeurs plus grandes, donc 
ces nombres vont en augmentant à partir de n ^^ 3. M. Stcrn a 
démontré cela dans le Journal de Crelle d'une façon qui me 
semble moins simple, et je crois que M. Lipscliilz est aussi revenu 
sur ce même sujet. 

J'espère bien qu'on reviendra au bon sens et que tout le monde 
s'apercevra que la liberté illimitée de la parole telle qu'on la pra- 
tique est un contresens, si, du moins, on veut conserver l'ordre et 
la justice. 

Veuillez me croire toujours votre alTecta eu sèment dévoué. 



- IIERMITE A STIELTJES. 



Il faut vous résigner et entendre mes compliments; je suis tout 
particulièrement émerveillé de l'introduction de M et M', jamais 
je n'aurais eu une idée si originale et si heureuse, mais pourquoi 
dire qu'il est facile d'établir des résultats aussi cachés ? Permettez- 
moi de vous indiquer ces légères modifications. 
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L'inLégrale J = / (^ — ").)- x"~' /{x)clx, qui csl jiositive |iour 

toute valeur de )>, s'exprime par le trinôme c,,^, — se,,). + c„_, /,'. 
On a donc c„+) c«_i >■ c^,, d'où 



Les relations A„+, ^ M'A„, C„^, -< MC„, que vous concluez du 
lliëorème de la moyenne, théorème que j'ignore absolument, re- 
sitllent des relations 

A„+, — M'A„= f X"[^(:i:-M)~M'{X — U}\/{^)(lx 

puis ^^ 

Avec la pt-ière de me renseigner sur ce théorème de la moyenne 
afin que je le mette à profil, et en vous renouvelant l'assuraunc de 
ma bien sincère affection. 

338- — SriELTJES A lîERMlTE. 



Je dois reconnaître que j'ai été peu clair, voici ma pensée. On a 
d'après le théorème de la moyenne 

en supposant que qi^x') ne change pas de signe entre a ei b. Cela 
étant, il vient pour 

« = M', b^^, p{x) = x, <j(x) = x"ix^U)f{x), 

A„+, = 5A,,, 
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où ]\l'<; ; <; X, donc 

A,,.^, > M'A,„ 
de inèitH' ijoiir 

a ^ o, h = M, },{x) = X, q(x) = x"{M - x)f{^). 

OÙ o< S,< M, doLK- 

C„+,<M(;,„ 

Mais voici une inodification que je projiose à nia démonslratioii : 
Après a,o,r,i,Til 

.;„,_,— .Mc„= A„+ n„- C,,, 
je remarque que 

doue 

A„ — C„>!'M'' — QM'; 

■^i donc on prend h assez grand pour qu'on ait 

.0.(2) 

PH'»>QM« o'etl-i-ilira »> ^^, 

on aura aussi A„>- C„ puis 

-^ > ^^■ 

Le temps ici est à la pluie, s'il en est de même à Paris, cela 
pourrait arranger bien des choses pour aujourd'hui. 

Votre afFectueiisement dévoué. 

P. -S. — Venillez bien excuser ces quelques mots, j'aurais bien 
voulu vous parler d'autres choses encore, mais je suis fatigué et 
souffre plus que d'ordinaire de ma bronchite chronique. Cela me 
vient fort mal à propos, car j'ai sur le chantier certaines choses 
que je voudrais rapidement mener à bonne fin. 
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339. — IIERMITE A STIELTJES. 

,0 mai iSy.. 
Mon cheu Ami, 

En atlehdant, mon cher ami, de recevoir de vos nouvelles el en 
vous envoyant, avec tous mes vœux pour un prompt rétaLlissemenl, 
l'assurance de mon affection la plus sincère et la plus dévouée. 

340. — UERMiTE A STIELTJES ('). 
Mon cher Ami, 

Je me reproche vivement d'avoir pu vous laisser supposer un 
seul moment que je mettais en doule votre intérêt, qui m'est 
depuis si longtemps acquis el que je n'ai cessé d'éprouver, pour 
mou algèbre, mais il faut avouer que mon activité pour le travail 
est bien médiocre et que je suis atteint d'une maladie que j'appel- 
lerai la pigritie. Je n'ai que des velléités de recherches, pour des 
questions faciles, et qui m'attachent si peu qu'elles changent con- 
tinuellement d'objet. En ce moment, c'est la formule d'Euler 

fia: + h)-fi:>^) ^\h[f{^+h)-f\^)]^^\r{a: + h)~f(x)]-., 

avec le reste, qui m'attire. Si je rencontre quelque chose et quand 
vous irez tout à fait bien, j'aurai recours à vos lumières qui m'ont 
été toujours si utiles. 



Mo>- c 



■ UERMITE A STIELTJES. 

Paris, 7 juin .S32. 



Je viens recourir à votre obligeance et vous prier de m'envojer, 
si vous l'avez conservée, une lettre remontant, je crois, à près de 
six mois, qui concernait les fonctions complètes de première et 

(') Nale des éditeurs. — Letire de date incertaine : lundi iG mai, 011 le î3, ou 
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seconde espèce, ainsi que le multiplicateur, dans la théorie de la 
transformation. Il m'est impossible maintenant de me rappeler 
commenl j'obtenais l'égalité M* = , .^^ . ? ni rien de ce qui m'est 
venu à l'idée, au moment où je vous ai écrit. Je sais seulement que 
je comptais en faire usage pour un article destiné aux Annales, 
après avoir été en premier lieu à Prague, où je m'étais engagé à 
envoyer une Note. C'est afin de ne point manquer à ce que j'ai 
promis que je viens vous prier de me sauver des eonséquences de 
ma négligence, qui me fait complètement perdre de vue et oublier 
un petit résultat de calcul, obtenu non sans peine, en regrettant 
ensuite avec amertume de n'y avoir plus pensé. 

Avec tous mes vœux, mon dier ami, pour votre santé et l'assu- 
rance de mon attachement le plus sincère et le plus dévoué. 



343, - STIELTJES A HERMÏTE. 

Toulouse, 8 juin 1892. 
ClIEB MoHSIEUIl, 

Je saisis avec empressement l'occasion de vous rendre le petit 
service que vous me demandez. Je n'ai aucun mérite à cela puisque 
nos Annales en vont profiter. Seulement, comme je tiens beau- 
coup à garder vos lettres, j'espère que vous voudrez bien vous 
contenter, au lieu des lettres mêmes, des extraits ci-joints, dont je 
garantis l'eiaclitude. 

J'avais espéré et cru que votre récent accident n'avait laisse 
aucune trace et je vois avec douleur qu'il n'en est point ainsi. 

Quant à moi, n'ayez aucune inquiétude, je reprends peu à peu 
mes forces, à ce point de sentir des velléités de reprendre active- 
ment le travail, mais je dois me ménager encore un peu, et la 
préparation de mon Cours, trois leçons par semaine, c'est tout ce 
que je peux faire pour le moment. 

Votre expression 
m'a intéresse beaucoup, et j'aurais voulu l'étudier de plus près. Il 
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sci'iiit siirlout inttressnilt d'obtenir celle expression par luio ana- 
lyse directe, maïs cela est probablement assez difficile et caché, 
.ranrais voulu aussi essayer si une analyse semblable s'applique à 
l'équation différentielle à laquelle satisfait la série hypergéomé- 
trique ^(a, p, a+P, z) et dont la seconde intégrale devient aussi 
infinie comme log^r pour x ^o. Mais ce sont des projets vagues 
seulement et je ne me sens pas assez dispos pour entreprendre ce 
irnvail pour le niomcnr. 

Voire bien sincèrement dévoué. 



343, — HERMITE A STIELTJES. 

Paris, la juin 1S95. 

Mon cher Aiir, 

Après avoir passé une semaine dans ma famille à Nancy et à 
Flanville, d'où j'aurais dfl vous écrire, j'ai trouvé à mon retour 
des affaires sérieuses dont je sens tout le fardeau et qui ne me 
permellent guère de penser à l'Analyse. C'est à vous, à votre situa- 
tion de santé que je pense, auï suites du grand et pénible voyage 
dont vous avez eu à supporter les fatigues pour revenir à Toulouse, 
et je saisis l'occasion d'une distinction académique dont j'ai à vous 
faire part pour vous demander de vos nouvelles. 

J'en ai ,élé exlrêmement content, mais sans avoir aucunement 
mérité la satisfaction que j'ai éprouvée, et sans avoir l'ombre d'un 
droit à des remercîments de votre pari. Ils doivent s'adresser à 
d'autres, à ceux qui, d'un mouvement unanime et sans aucune 
délibéralioUj vous ont, à l'unanimité, décerné pour l'ensemble de 
vos travaux mathématiques le prix Petit-Dormoy, en mettant 
votre nom à la suite des noms honorés d'Halphen, d'Appell et de 
Goursat. Je désirerais bien vivement que vous ressentiez un peu 
de plaisir à vous trouver dans leur compagnie, et, si j'ose le dire, 
que M"'" Stieltjes éprouve un légitime orgueil, que vous repous- 
serez toujours loin de vous. 

En attendant de savoir si vous continuez vos découvertes, qui 
m'intéressent tant, dans la théorie des fractions continues, je vous 
confierai qu'à cause des préoccupations, et aussi de la paresse, je 
ne fais rien qui vaille. Je suffis tout juste au travail d'écolier que 
mes leçons m'imposent; ainsi, je me suis proposé, ce qui n'est pas 
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iiionler haut, c!c dùmoulrer que 0(x) =: i — 3(/cos^+... csl 
croissant avec xà.cx = oàx:^K.cn supposant, bien entendu, 
k et K.' réels. Eu pensant que peut-être vos élèves y trouveronL 
leur profil, voici mon petit raisonnement. On a 



ï"X" 



- 8(»)- 



le premier membre s'annule pour a: = o el a: ;= K, sa dérivtie 
Y — k- sn^a; a donc une racine dans l'intervalle, mais une seule et 
unique, sn-:c allant toujours en croissant avec x. La quantité 
'-y^ — / k^ sn^ X dx, qui part de zéro pour aboutir à zéro en pas- 
sant par lin seul maximum, est donc toujours de même signe de 
X =^okx = i\.. On en conclut que -■■— ^ et, par conséquent, ft'(.r) 
ayant toujours le même signe, fi{x) varie dans le même sens et, 
|)ar suite, croit, puisque B(K.) est plus grand que ô(o). 

Je remarque encore que, l'égalité sn.r=-^~ — donnant 

ll(x) = )/k&{3:)snw, on voit que H{a^) varie aussi en croissant 
entre les mêmes limites. 

Dans l'espérance, mon cher ami, d'avoir bientôt des nouvelles 
de votre santé, et de les avoir bonnes, je vous renouvelle, avec 
i)ies vives félicitations, l'expression de mon affection la plus sincère 
ri la plus dcvoucc. 

844. — HERMITE A STIELTJES. 



Mon chbil Ami, 

Puisse-t-il réussir à vous rendre toutes vos forces en secondant la 
disposition favorable dans laquelle vous vous troiivez maintenant! 

Combien je voudrais coopérer à la préparation de voire cours 
et diminuer votre besogne en mettant à votre disposition ce que 
je fais dans le même but; l'entente me serait, je crois, moins 
difficile avec vous qii'avec tout autre en raison de notre similitude 
analytique. 
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A tout hasard, soit pour maintenant ou plus tard, voici quelque 
chose de mes dernières leçons, dont je serais très salisfail et très 
fier que vous puissiez tirer un peu parti. M. Raffy, mon maître de 
Conférences, m'ajant engagé à donner l'équation différentielle dn 
second ordre pour R et K', j'ai procédé de la manière suivante, 
pour éviter l'ennui de la différeutiation par rapport au module. 

Ayant d'abord obtenu la série 

/l.3.5...'2H— I V ■ 17/ \ V /, ■ 

'"' ''""" V a.4.6...-27i / ' J*^ ^°^'^ ^^■^-' "^ ^^"^ ' P"'-' 
et je remarque que l'on a 

On peut donc écrire 43:{i ~ x)i<'{x) = f ¥{x)dx, d'où !a 
relation 

elle subsiste si l'on change ^ en i — x, d'où l'intégrale 

Le retour à la variable /i:-= x est immédiat et donne la relaliou 
cherchée 

M = '"•• 

mais elle n'est ainsi obtenue qu'en supposant ^<^i, coiidiiion 
de rigueur. J'en tire l'occasion de parler de coupures et de définir 



l'intégrale / - 



comme une fonction 



de X dans tout le plan, moins la partie positive de l'axe des 
abscisses, à partir de x=i. Il s'ensuit que F(i — x) aura, de 
même, pour coupure la partie négative àa même axe, depuis l'ori- 
gine. J'ajoute que les deux premières dérivées de l'intégrale se 
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trouveront définies de la même manière; cela étant, l'égaillé 

ayant lieu, le long d'un segment de l'ase des x, de grandeur finie, 
le llicoi'ème de Riemann montre qu'elle s'étend à tout le plan, avec 
les deux coupures. 

Demain je veux donner les expressions en produit de &{x), 
H (a;), el je partirai pour cela de la formule dont j'ai précédemment 
tiré les développements en séries simples de snx, cn;c, dax et 
e'(^) à savoir 



1 tire d'abord ce nou\eaii résultai: soit 



cette quantité, qui a pour période 2 K., devient infinie pour x =; o, 
et n'est pas déveioppable par la formule de Fourier; mais la diffé- 
rence F(a;) — cot^. qui a aussi la période 2K, a pour a? ^ o la 

valeur finie — -nr-'' O" P^i"- 'lo^c poser F(j') — cot ^ =SAne " , 
et ce développement aura lieu dans l'intervalle des deux parallèles 
aux distances 2 K' de l'origine. Il est donc permis de changer x en 
X + iK' el, comme on a 

puis aussi 

et, par consétpcnl, 
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on obtient, en égalant les coefficients de e " , ces relations où je 
suppose n positif 



Elles donnent, si l'on désigne par £, + i , o ou — i , suivant qu on 
a «>o, H = o, « <o, 

et, cela étant, l'égalité F(:c) — col^ = S A„e " conduit, eu 
faisant ^ = o, à la formule qui va me servir 

Intégrant entre les limites quelconques w el^, j'en tire d'abord 









r change a: en ^ + (i 



n 






L'exponentielle disparait dans les produits des facteurs où « a 
des valeurs égales et de signes contraires ; on trouve, par suite, au 
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moyen de l'égalito 2 sinosinA = cos(« — b) — cos(« + b), 



et comme on a 



■'.K L K J 



H(,^„) _ -'"^'''^"' -rrr -"'"'°-R<'^° ' '^^'" 1 
"°iK L .-.î"co-j- + ," J 

Etc., elc. 

Je ne puis assez vons remercier de la peine que vous avez prise 
pour me tirer d'embarras et me sortir d'anxiété en me faisant 
retrouver ce que j'avais perdu et oublié ; j'aurais presque envie de 
vous citer l'Évangile de Saint Luc, Chapitre XV, versets 5 et 6; 
les Annales en profiteront. 

En attendant, croyez-mot toujours, mon cher ami, votre bien 
affectueusement dévoué. 

P. -S. — J'ai obtenu que Weierstrass soit sur la bstc dos candidats 
pour la place d'Associé étranger; j'ai fait le rapport sur ses travaux. 



345. — HËBMITE A STŒLTJES. 

Paris, i5 juillet 189^. 
Mon cher Ami, 

Permettez-moi de vous réclamer (l'ijvance de vouloir bien, vous 
et tous les vôtres, si vous venez à Paris avec M"" Stieltjes, venir 
dîner à la maison, le premier mardi que vous passerez auprès de 
nous. Je ne puis vous dire au juste quand je serai revenu de 
Lorraine, où je vais passer les vacances, sans aller à Barèges, dont 
je ne me suis pas bien trouvé l'année dernière. Vous savez que le 
monde scientifique allonge tant qu'il peut ce temps bienheureux 
des vacances, et c'est à peine si l'on commence à rentrer au 
commencement d'octobre. L'Académie est déjà délaissée, je ne vois 
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plus M. Brown-Séquard, el il serait maintenanl impossible de pro- 
céder à l'élection d'Appell, ea remplacement de M. Bonnet, le 
nombre des votants étant bien au-dessous de la limite réglementaire. 

Tenez compte, si vous désirez voir vos amis mathématiques et 
astronomiques, M. Darbouï, M. Tisserand, etc., de ce besoin de 
ne rentrer que le plus tard possible; pour moi, je vous écrirai, de 
Flanville, ce que je fais, ce que je deviens et à quoi je travaille, si 
je retrouve un peu de courage pour me mettre à l'ouvrage. 

En ce moment, je termine la rédaction, qui a traîné longtemps, 
d'une Note elliptique pour une nouvelle édition du Cours de la 
Faculté de Serret, qui m'a été demandée par M"'* Serrel ; j'ai enfin 
envoyé à Prague un article destiné, en fait, aux Anna/es de Tou- 
louse, grâce à votre bonne obligeance qui m'a permis de retrouver 
mes idées perdues. 

En attendant d'en avoir votre opinion el, s'il y a lieu, vos obser- 
vations, je vous renouvelle, avec tous mes vœux pour votre retour 
à une bonne santé et à votre travail, l'assurance de mon affection 

la plus dévouée. 

346. — IIEIIMITE A STIELTJES. 

rianville par ^oisseville (Loiraine), i'| septembre iWgs. 

Mon CHEi! Ami, 

J'avais espéré apprendre comment \ous passez ie temps des 
vacances et savoir par une lettre d'Arcachon que vous avez réalisé 
votre projet de vous reposer au bord de la mer des fatigues de 
l'année, en attendant de me donner l'occasion de vous voir à Paris 
au commencement d'octobre. Mais rien ne m'arrive, et, pour avoir 
de vos nouvelles, je viens me rappeler à votre souvenir et vous 
entretenir de moi. C'est cependant peu de choses à vous dire, car 
je ne fais rien, absolument rien, sous le ciel de la Lorraine, que 
de lire et de paresser. Je me trouve au milieu des souvenirs de la 
guerre de 18^0, que rappellent sans cesse, dans mes promenades, 
les multitudes de tombes où les vainqueurs et les vaincus dorment 
leur dernier sommeil. 
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Mon tra\al[, à peu près nul, ne me distrail pas, je n'ai fait que 
corriger les épreuves d'an article envoyé à Prague, et tenter 
quelque chose, toujours dans le domaine elliptique. Mais j'ai 
encore relu votre Mémoire sur le développement de logT^a); 
vous savez le grand intérêt que j'y attache et je ne manquerai pas 
de faire ressortir les beaux et importants résultats que vous avez 
obtenus, dans le rapport sur vos titres, que j'aurai à faire, à l'occa- 
sion de la présentation des candidats à la place de M. Ossian Bonnet 
dans la Section de Géométrie. Jusqu'ici, m'étant surtout préoccupé 
de la fonction r((i), je n'avais pas suffisamment étudié le para- 
graphe 10 de ce Mémoire, d'une portée plus générale et qui me 
semble extrêmement beau. La formule de Binet, que vous aviez 
en vue et à laquelle vous parvenez par une méthode si originale, 
ne sera certainement pas la seule conséquence à tirer de l'expres- 
sion 



^*"^=i/„ 



afiui) 



du. 



qui appartient à la théorie des fonctions, dans le sens analytique 
le plus étendu. 

Et combien d'autres belles choses n'aurais-je pas à faire valoir, 
sur tant de questions que vous avez traitées, dont plusieurs, 
comme celle sur la variation de la densité à l'intérieur de la Terre, 
sonl en dehors de ma compétence I Je ne me rappelle pas en ce 
moment si vous avez publié des articles dans les Annales de 
l'École Normale supérieure; je pense devoir surtout recourir 
au Journal de Mathématiques de M. Jordan, au Bulletin de 
M. Darboux, et aux Comptes rendus. En vous priant de m'indi- 
quer ceux de vos Mémoires sur lesquels vous pouvez désirer que 
j'insiste davantage dans le rapport qui sera lu à l'Académie, et 
dans l'espoir que je recevrai bientôt de bonnes nouvelles de vous, 
comme je les désire, je vous envoie, mon cher ami, tous mes vœux 
pour votre santé, avec l'assurance de mon plus sincère et affec- 
tueux dévouement. 
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- STIELTJES A HEIiMITE. 



Cher Monsieur, 

Vous avez bien raison de me reprocher mon long silence et je 
vais essayer de réagir contre l'espèce de torpeur qui m'a envahi. 
Pendant les examens du baccalauréat, j'ai été appelé en Hollande 
par des nouvelles très inquiétantes sur la santé de ma mère. Hélas ! 
je suis arrivé quelques heures trop tard. Celte grande perle était 
bien imprévue; l'année dernière je l'avais trouvée en assez mau- 
vais état de santé, mais cet hiver et plus lard nous avions toujours 
reçu de bonnes nouvelles de sa santé. Même à peine quelques 
semaines avant sa mort, elle avait fait un petit voyage à Maestrichl 
et à Liège pour revoir d'anciens amis, et j'avais compté lui faire 
plaisir en lui apprenant la décision de l'Académie pour le prix 
Lecomte. Mais c'était trop tard, le jour même où j'ai écrit elle 
était frappée par une attaque qui l'a laissée sans connaissance. 

J'ai perdu mon père bien avant, en 18^8; cette date est, pour 
moi, la fin d'une jeunesse heureuse; la période qui Fa suivie a été 
bien plus tourmentée et pas sans difficultés. 

J'ai été très touché en apprenant que vous relisez mes Mémoires 
et que vous croyez que j'ai, à un degré quelconque, des titres à être 
signalé dans une candidature à l'Académie. Mais vraiment, mon- 
sieur, je crains que votre partialité envers moi ne vous entraine 
trop; cependant j'y vois une nouvelle marque de votre amitié. Je 
vous dirai donc, sur votre demande, que j'attache quelque prix à 
une Note publiée dans les Acla (t. VI, je crois) sur les polynômes 
qui satisfont à une équation linéaire 

A(a.)^"+'/B(3.)y+G(;r)jr = o, 

A.{x), B{x) étant des polynômes donnés des degrés p et /> — i 
respectivement, C(a^) étant un polynôme convenablement choisi. 

C'est M. Heine qui les a introduits et, plus particulièrement, les 
polynômes de Lamé. 

Si je ne me trompe pas, la remarque que j'ai faite a échappé à 
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M. Kroiiecker. Vous pouvez lire, en elTet, dans le Tome I du 
Traité de M. Heine sur les fonctions sphériques (2" édition) que 
M. K.ronecker a ajouté une Note à la Communication de M. Heine 
lorsque celui-ci a présenté son travail à l'Académie de Berlin. 
Dans cette Note, M. Kronecker cherche aussi à déterminer direc- 
tement les racines w,, x-i, . . . , x„ de y =: o en posant 

Il remarque qu'on obtient le système d'équations algébriques 
(I) A(^4)^^^+2B(:^*.)A=° (''■^' '^. 3. ■■.."). 

et ajoute qu'on peut tirer de là quelques-uns des résultats de 
M. Heine. 

Ce que j'ai fait c'est simplement ajouter celte observation qu'en 
posant 

le système (i) peut s'écrire 

^'''' -^,._ fl~ -!-■■■+ r,. _ ft_ '^' 1^~~V. "'"■■■ 



puisque pour x^=^ Xk 



devient égal à 



{^l. 



Or le système (1") admet une simple interprétation mécanique 
(position d'équilibre d'un certain système ou, ce qui revient au 
même, condition ,de maximum d'un certain potentiel), d'où l'on 
peut conclure immédiatement l'existence et les propriétés des 
solutions. Le théorème obtenu ainsi est une généralisation d'un 
autre que M. Klein avait obtenu auparavant par une méthode toute 
différente et qui ne s'applique pas à ma généralisation. 

Je ne me rappelle pas en ee moment si la Note de M. Kronecker 
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a élé imprimce dans les Monatsberichte à la suite du travail de 
M. Heine, je crois que oui ; maiti, en tout cas, M. Heine l'a rappelée 
dans son Traité. 

J'ai vu ces jours-ci, dans un Cours autographié de M. Klein, 
dont je dois la connaissance à un de mes anciens élèves, M. Bourgel, 
qui a été à Gottingue pendant 5 mois, que celui-ci a reproduit mon 
analyse dans son Cours. 

Je n'ai guère travaillé ici, c'est seulement depuis quelques jours 
que j'ai réfléchi de nouveau sur ma fraction continue, avec le seul 
résultat de retrouver, avec un peu de peine et pas tout à fait, ce 
que je savais déjà et ce que j'ai déjà rédigé à Toulouse. En quittant 
la Hollande je suis arrivé directement ici sans repasser par Tou- 
louse, en sorte que je n'ai ni mes livres, ni mes papiers. 

Nous partirons d'ici le 3o septembre pour rentrer à Toulouse ef 
je me propose de faire ensuite le voyage à Paris dans la seconde 
moitié du mois d'octobre. J'espère alors vous revoir en bonne santé, 
c'est là ce que je souhaite le plus. 

Veuillez bien me croire votre très affectueusement dévoué. 

P. -S. — J'espère que vous n'oublierez pas de nous donner 
votre article elliptique de Prague pour les Annales. 



348. — IIERMITE A STIELTJES. 

Flanville par Noisseville (Lorraine), i-} septembre iSgs. 

Mon citF-u Ami, 

J'ai eu, comme vous, le malheur de perdre ma mère sans avoir 
pu assister à ses derniers moments, elle nous a été enlevée après 
une courte maladie qui n'avait pu faire présumer une issue fatale, 
et c'est avec le souvenir qui me reste toujours de ce grand chagrin 
que je prends la part la plus sincère au vôtre. Le nom de Monsieur 
votre père m'avait été connu par un Article publié dans la RevuP. 
des deux Mondes, où était exposée la grande question du dessè- 
chement des lacs de la Hollande, et à propos du Zuiderzée, si mes 
ne sont pas infidèles. Quel dommage que tous deux 
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n'aient pu vous voir parvenu à la situation scientifique élevée que 
vos travaux vous ont acquise! 

Ne m'attribuez pas un rôle que je n'ai eu à aucun degré, sauf 
par un consentement donné avec grand plaisir, dans la décision 
de la section de Géométrie, qui n'a fait qu'un acte de justice en 
vous mettant au nombre des candidats qu'elle présente à l'Aca- 
démie des Sciences pour la place vacante par la mort de M. Ossian 
Bonnet, 

A la fin de la première semaine d'octobre, je suis revenu à Paris, 
pour étudier le Mémoire des Acta sur les poljnomes de Heine, 
que je vous remercie bien de m'avoir signalé, et tous vos autres 
travaux; et je vous attends, mon cher ami, aussitôt votre arrivée, 
en vous requérant de nous donner pour dîner chez M"" Hermite 
le premier mardi que vous serez à Paris, et en espérant que vous 
ne serez pas seul. J'espère aussi et désire bien vivement apprendre, 
en vous voyant, qu'Arcachonvous a rendu vos forces; c'est le vœu 
que je vous exprime de tout cœur, en vous renouvelant l'assurance 
de mon affection la plus sincère et la plus dévouée. 

349. - STIELTJES A flEJIMITE. 



CUKR Mo>SLEU)l, 

J'ai beaucoup profité de notre séjour à Arcachon et mon mé- 
decin a été très satisfait de mon état général aussi bien que de l'étal 
de la poitrine. 

Mais je ne veux plus parier de ces misèrc^j et je tiens à vous 
montrer que je ne suis pas encore tout h fait malade et qu'il y reste 
quelque cbose de sain. J'énonce donc cette proposition concernant 
la fraction continue 

(I, 1 
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«3, . . . sonl des nombres réels el positifs tels que ia 



it convergente. Soient 'y^ = -i-, 
jdtiites. Je dis que l'on a 


I',(») 


]lmr„(») =/.(!) 


(" = «), 


limQ,„{3^) =î(3^) 


(" = "), 


lim ?,„,(:>) =/,,(»,) 


(« = «), 


limQ,„,(») = 5,(«) 


(« = -), 



p{x), q{x), p,(û;), ^{{x) élanl quatre fonctions holomorphes 
dans toul le plan (w ayant une valeur quelconque réelle ou ima- 
ginaire). Identiquement on a 

à cause de l'identltc 

rV,-i(^)Qî.(:^)-l',,(^)Q..-,(^)=^i- 

La démonstration est très simple. Considérons d'abord la fonc- 
tion continue 



il b,i est réel positif. A. cause des relations 







!'/,+! = 


A„+, P„ 


-l-p« 


-1, 








Q/H-l = 


i«+, Q. 


+ Q. 


_,, 






'oitd' 


abord que 

Q,<Qs<Q.<Q,.. 
Q5<Qi<Q.<Q».. 


. (<h 




10 poi 


ir les 






Pî ei Q,<( 




+ 6, 


), 








Pa ei Qj<( 


.H-6,)(' 


,-i-ii 


)(i-i- 


63). 
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Or, si\b„ est iinie, il en est de même de Tl (i + 0,,); donc, 
on supposant la série >]6„ convergente, Q2;,, Qi«^t, tout en aug- 
mentant constamment, ne pourront croître au delà de toute limite 
et tendront vers des limites finies. De même pour P^,,, Pî^-i . 

Si j'applique eeci à la fraction continue (I) je dois supposer 
d'abord x réel et positif et j'ai alors, par exemple, 

mais on peut écrire 

La question de savoir si Pi,i{x) (x étant quelconque) tend vers 
une limite revient donc à savoir si la série 

est convergente ou non. Or je dis qu'elle est absolument conver- 
gente. En effet, les P{x) sont des polynômes en x à coefficients 
réels et positifs. Si je remplace x par son module a, la série 



i',(?}+2*'Ar,A.-,(p) 



est certainement convergente, d'après ce qui a été dit plus liant, el 
la somme est 

limP,„{p)=/>(p). 

Cette série (i) est donc absolument convergente, et il est facile 
de voir que dans tout domaine fini elle l'est aussi uniformément. 
On en conclut en toute rigueur 

limP„(.r).,(»), 
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L cette fonction p{x) est holomorphe dans tout le plan et peut s 
lettre sous la forme 



Les Ci sont réels positifs, ce sont des sommes de certaines 
séries formées avec les «,■. De même pour Q^„(j^), Pîn+)(j^), 

Une étude plus détaillée montre qu'on a aussi 

o<ni< /»!< «i< ?"!< /ia<ma<. . ., 
pjx) _ N| Ni ^ N, 

N/^ rccl posllif. Il y a des formules analogues pour p,{x), qi (.t). 
Votre très sincèrement dévoué, 

350. - HERMITE A STIELTJES. 



MOM CHKV. Ami, 

Vous êtes un merveilleux géomètre, les recUerches nouvelles sur 
les fractions continues algébriques que vous me communiquez 
sont un modèle d'invention et d'élégance; ni Gauss, ni Jacobi ne 
m'ont jamais causé plus de plaisir, et je vous envoie mes vives féli- 
citations, en vous demandant si je dois publier, dans les Comptes 
rendus, la partie mathématique de votre lettre. Pourquoi, malheu- 
reusement, faut-il que je renonce au plaisir de vous voir et de vous 
avoir pour causer et diner ensemble avec les enfants et les petits- 
enfants! Votre grande activité inlelleclnelle est un témoignage 
certain de votre force intérieure, et j'ai l'entière confiance que le 
mal dont vous souffrez sera vaincu sous la nouvelle forme qu'il 
vient de prendre. J'avais compté vous donner, vous remettre en 
main, la Note de Prague, que vous m'avez demandée pour les 
Annales, je vous l'envoie, puisque, ù mon grand regret, vous ne 
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\enez pas. Elle est ëcourtée, je me suis arrêté à moitié chemin, 
par paresse, par lâcheté, en remettant à un autre moment la for- 
mation par une méthode pareille à celle de Sonke, pour les équa- 
tions modulaires, des équations entie la quantité que j'ai nommée 
N et le module. 

Peut-être vous ai-je dit qu'à la demande de M'"' Serret je réédite 
mon ancienne Noie elliptique, de Lacroix. M. Gauthier-Vtllars la 
publiera dans une nouvelle édition du Cours de Calcul différentiel 
et intégral de Serret; en ce moment j'en termine la rédaction. J'y ai 
donné le théorème pour l'addition des arguments dans la fonction 
^ ^^ f{x), définie par l'égalité 



-/; 



dl 



où R(S) est un polynôme quelconque du quatrième degré, sous 
cette forme 

<?'(a—y)-hf'(a) y'(a -h^) — y'(a^) 



fia —7) - ç,a) <p(a +y)—<f(3:) <f(a — /) — ç(;r> 

Supposons, par exemple, que <s(x) soit une fonction impaire et 
aisons «^o, les deux premiers termes se détruisent et il vient 

ay'(o) <f'(r)~9'(^) I ?ïr) + ?•<■>■) 

J'ai remarqué qu'on en conclut 



ri, en supposant, 

on obtient les formules concernant sn{x -\- y), cn(j;-l-^), 
dn(ic-l-_y). Mais le plus intéressant est d'en tirer p(x~^y), il 
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faut pour cela prendre a infiniment petit, je trouve ainsi 

puis 

p(a'+/)-p(^~7)=-DJ^log[p(;^)-p(j)l. 

Je ne puis sortir du domaine elliplitjue; là où la chèvre est 
attachée, dit te proverbe, il faut qu'elle broute. 

Dans l'attente des nouvelles de votre santé et avec l'assurance 
de mon entier dévouement. 

351, — STIKl.rjES A IlERMÎTE. 

Toulouse, a5 octobre 181)3. 
Cher Monsieur, 

J'ai reçu avec la plus grande satisfaction votre Article sur la 
transformation des fonctions elliptiques et il sera imprimé le plus 
tôt possible dans nos Annales. C'est avec regret que, trop occupé 
par la rédaction de mon Mémoire sur les fractions continues, je 
renonce pour le moment à la recherche de la généralisation de 
votre formule 



dans le cas de la transformation cubique. Puis aussi, comme vous 
le dites, il y a lieu de chercher des moyens méthodiques pour 
obtenir l'équation dont dépend N, et les développements suivant 
les puissances de q. 

J'ai vu aussi avec intérêt votre forme générale du théorème 
d'addition, mais je n'ai pas pu deviner tout de suite la source d'où 
elle découle et j'attendrai donc votre Mémoire. 

En vous écrivant ma dernière lettre, je ne pensais pas le moins 
du monde à une publication dans les Comptes rendus. Aussi 
\'ai-je écrite un peu vite et je n'oserais pas la publier telle quelle, 
car la rédaction doit être peu soignée. Mais, comme je ne suis pas 
moins attaché que vous, je suis bien obligé de revenir à ma fraction 
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Je me suis proposé d'élucider complètement la nature de cette 
fraction continue dans le cas où les a/ sont des nombres réels 
positifs. 

Deux cas sont à distinguer, selon que la série ^^a„ est co/U'er- 

gente ou divergente. Le premier cas est de beaucoup le plus 
facile à traiter et, dans ma lettre, j'ai donné déjà le résultai 
essentiel; il y a deux limites 

OÙ les />, y, /j| , qt sont des fonctions liolomorphcs 

Dans le second cas, où la série V«,i est divergente, le résultat 

est aussi simple, mais, pour l'énoncer dans toute sa simplicité, il 
faut d'abord quelques préliminaires, il est nécessaire d'élargir un 
peu la notion de l'intégrale définie. En me réservant d'j revenir 
dans une autre lettre, je me contenterai de dire que la fraction 
continue est convergente (il n'y a pas lien de distinguer les ré- 
duites d'ordre pair et impair) dans tout le plan, excepté la partie 
négative de l'axe réel. C'est là, en général, une ligne singulière, 
et il est impossible de continuer la fonction analytique en fran- 
chissant cette ligne. Mais ce qui est surtout remarquable c'est la 
forme analytique sous forme d'intégrale définie qu'on peut donner 
à cette fonction et dont je parlerai plus loin. 

Mais je reviens un instant au premier cas, traité dans ma lettre 
prccé dente. 

D'abord la différence des deux limites 

p,{x) p(^) ^ ■ 

q,i^) q(x-) q{x)q,(cc) 
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est une fonclion qui décroît plus rapidement qu'aucune puissance 
négative de x (supposé réel positif). En effet, q{x) et q^ {x) sont 

de la forme ^CiO--", où c,,^ o, et ces fonctions croissent donc 

plus rapidement que toute puissance positive de ^, tout c 



Il s'ensuit que les développements asymptoUques de ^ ^ \ et de 
^-i-^ — ^7 suivant les puissances néiratives de x, sont les mêmes, el l'on 
obtient ce développement directement par le développement de la 
fraction continue F = \-\ 5 — , . . , les coefficients étant 

donnent le même développement asymptotique, je conclus l'exis- 
tence des fonctions g{x') telles que 

y g{x)s::'dx = o (pour n = 0, I, 2, ...,»), 

dont j'ai parlé une autre fois. 

En eli'et on a (décomposition en fractions sin»ples) 

pjT) _ M| ^ri M^ 

q,ix)~ X x+n, "^a--H«; ■^■■■' 

ce qu'on peut écrire 

pix) ^ f d-fUn p,(^) _ r' d'^tjin 

'f{i.i)^ tt,(«)étantdesfoactlons décroissantes discontinues définies 



?(", 


) = M,-f-M5+M3-H.. 


.+ M,,-}-... 


(0 <u<„ 




¥(") 


. = Ms+Mj-i-.. 


-hM„-^-... 


{my<it<n 


»0, 


ç('0 


iM,-i-.. 


.+ M„ + ... 


{m.,<n<„ 


'0. 


9.(f 


)) =_\„-4- ?),-(- N, -H. 


,.+ ^,,_i_..., 






?.(' 


t,= N, + i\i + , 


.■-i-.\„ + ... 


(0 <u<n 


il, 


■pU' 


«)= Ni-t-. 


..-i-N„ + .., 


(«,<«<«, 


i), 
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Ici iiitervieiil la géiicralisalion de l'intégrale définie à laquelle 
j'ai fail allusion plus haut : 'f{x) étant une fonction qui varie 
toujours dans le même sens (mais qui peut ne pas admettre de 
dérivée et même avoir des discontinuit<îs dans tout intervalle) 
on pose 

f /{j,),hfix) = Vu»: fit,} [y(^,) -^(a)-] 



+/(a«-.)[Ç(^~-.)-T(»'«-!)I 



loi a, X{, X'i, . - ■ , ^ii^Ki b vont en croissant de telle manière 
ijue les intervalles tendent vers zéro, puis \i, est compris entre 

Maintenant, puisque ,' . < -- y — , donnent le mèjne dévelonpe- 
meut asymptotique, qu'on obtient en chaque cas, en écrivant dans 
les intégrales 



on en conclut 

f'wd.f{,i,= f^ u-d'^,{u\ r«-^o, 1,2, 3, ...). 

l'ar une inlégralion par parties [puisque u" -^(u) s'annule poi 
(r= 3c] ou en conclut aussi 

J"w^(,i)du = J"w<f,(a)dH («-0, ,,2,3,...), 

en sorte qiLe/((() = ■^(u) — 3i('0 est une l'onction telle que 

f° u:^f{u)du = o (« = 0,1, .„ 3,...). 

Celte l'onction est discontinue, mais si l'on \eut avoir une fom 
lion continue il suffit de poser 



-/'/'"" 
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Une intégration par parties donnera encore 



/"«"*<« 



) du = t>, 



et '\{u) est une fonction continue. 

Puisque j'ai introduit déjà la généralisation de la notion d'inté- 
grale délinie, je peux maintenant aussi énoncer le résultat dans le 

second cas, où la série X''" ^^^ divergente, La fraction continue 

et .!or> «gale à 



/" 



c'est-à-dire, c'est une fonction holomorphe dans tout le plan 
excepté sur la ligne singulière. <f («) est une fonction décroissante, 
mais qui, en général, n'admet pas de dérivée et qui aura des 
discontinuités dans tout intervalle. 

Vous voyez que le résultat dans les deux cas est pareil; seule- 
ment, dans le premier cas, il j a deux limites, et la fonction '^{u) 
est constante par intervalles, en sorte que l'intégrale se décompose 
dans une série telle que 



i positifs 



formant une série divergente, correspond une fonction décrois- 
sante ç(h) parfaitement déterminée. 

Dans une autre lettre je présenterai ce résultat encore sous une 
autre forme très lucide. 

J'ai dit que la partie négative de l'axe des x est une ligne singu- 
lière essentielle. Cela est le cas général lorsque les a,, sont, pour 
ainsi dire, pris au hasard. Malheureusement, dans les exemples, 
il faut bien adopter pour les «„ quelque loi simple et cela entraîne 
presque toujours que, au lieu d'une véritable ligne singulière, 
on n'obtient qu'une coupure artificielle ; cela tient à ce que a(«) 
ne présente pas le caractère général d'avoir des sauts brusques 
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dans loul intervalle. Prenons, par exemple, la fraction continue 
périodique 



la série d, + «2+ «;,-(-.. . est toujours divergente, car, 
cas p%<j, la série 

eit divergente et, dans le cas p^q, la série 

est divergente. 

Je traiterai ici seulement le cas p <; q. 
Posons 

el prenons 

la fraction continue est égale à 



/(,^^a)(^+P)„/,p_a- 



et, sous la forme d'intégrale définie d'après le théorème général 

/-=iifw,„„. 

Vous voyez que ç(«} est constante dans les intervalles {o, a), 
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( j3, + xi) Cl, dans l'intervalle (a, p), elle admet «ne dérivée 

Mais j'abuse de votre patience et vous devez m'avoir laissé depuis 
longtemps. 

La théorie des fonctions elliptiques peut-elle donner un exemple 
de ma théorie où la fonction 'f{u) est réellement discontinue dani 
tout intervalle? C'est ce que j'aurais à examiner, mais j'ai peu 
d'espoir que cette incursion dans voire domaine soit suivie de 
succès. Depuis quelques jours, je souffre moins et je me porte 

Crovez-inoi toujours votre bien affectueusemeiil dévoué. 



352. — IJERMITE A STIELTJES. 



Mo> ciiKii Ami, 

Je suis tout occupe de vous, du rapport sur vos travaux que je 
lirai à l'Académie au Comité secret de lundi. La Section de Géo- 
métrie présenle en première ligne M. Appell et vous êtes avec 
d'autres en seconde ligne, sans classement, par ordre alphabétique. 

J'ai recueilli sur vous des louanges unanimes dont vous me per- 
mettrez de me faire l'écho, en vous signalant particulièrement 
celles que j'ai entendues de M. Poincaré, qui est un bon juge. Il 
me faut ajourner à un moment où je serai moins occupé à rédiger 
pour vous parler de votre dernière Communication, qui est au 
niveau de la précédente et m'a extréinemenl intéressé. 

Peut-êlre aurais-je à vous demander plus de détails an sujet de 
votre expression originale 



Ne doit-on pas lii' 






l^=..fd}^; 



7(^ 
z déjà introduit, et avec le plus grand succès, une fonc- 
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lion di'sconliniie sous un signe d'iutégration dans votre déjiionstra- 
tion si rapide el si élégante de la Lranscendauce du nombre e, el 
j'attache le plus grand prix à l'extension que vous donnez à la 
notion de l'intégrale définie. Mais ne faut-il pas de nouveau écrire 

f f(x)<L,(x)dx aviWcu de |' '/(a^)(/ tp(^;)? Pardonnez-moi ces 

requêtes, je ne sais pas donner une suffisante attention à deux 
objets différents, en même temps ; ne douiez pas cependant qu'une 
fois débarrassé de mon labeur présent, je ne reporte, sur l'élude 
des notions élémentaires nouvelles que vous a suggérée voire 
ihéorie des fractions continues algébriques, toute l'altenlion dont 
je suis capable. La coupure artificielle ou essenlielle à laquelle 
vous êtes amené est un fait analytique bien remarquable, et vous 
aurez certainement fait des fractions continues, comme vous les 
traitez, un des plus intéressants chapitres de l'Analyse. 



Dans l'espérance, mon cher ami, que 

et en vous renouvelant, avec mes félicitations pour vos n( 
découvertes, Passurance de mon plus sincère atiacheraeni. 



- STIELTJES ^ 



Cher Mo: 



■ 8fl,. 



Quoique je n'aie pu m'empèchcr de le trouver peu mérité, j'ai été 
cependant très touché du grand honneur qu'on m'a fait en nie 
présenlant en seconde ligne pour la place laissée vacante par la 
mort de M, Ossian Bonnet. Veuillez bien, si l'occasion se présente. 
exprimer aussi à vos collègues de la Section de Gcomélrie ma 
profonde reconnaissance. 

Une des propriétés les plus remarquables des rcduiles P„ ; Qn 
de la fraction continue 
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esl celle-ci. Considérez une équation P„=o ou Q„=^o. Ses racines 
sont réelles, inégales ei toutes négatives; on peut les considérer 

évidemment comme fonctions des a,, a^, Or, si Xi est une 

racine, je dis qu'on a toujours -— ^ïo. 

En général, lorsqu'une équation f(^x)^i o du degré n a louies 
ses racines réelles, il faut, pour séparer les racines, résondre une 
équation du degré n — i , f'{x) ^ o et quelquefois on peut rem- 
placer cette équation f'{^x)^o par une autre du même degré. 
Ainsi, dans le cas actuel, les racines de Q„= o sont séparées par 
celles de P„^o. Mais il est fort remarquable que, dans le cas 
actuel, on peut simplifier encore. Si l'équation dont on veut sé- 
parer les racines est du degré n [comme par exemple Qsn(x) ^o], 
on peut elTectuer cette séparation en résolvant deux équations 
dont la somme des degrés est seulement n — i . Ainsi, par exemple, 
les racines de l'équation Q^-înJr'^ni^) =^ ^ du degré m + n sont 
séparées par les racines de l'équation du degré m + n — i 

Ici Q2„i(^) est du degré m, puis i^'^^^{x) du degré n — i. Ce 
polynôme \^%""{x) est ce que devient Pan(x) lorsqu'on remplace 
«(par a^m+i dans 



C'est à l'aide de ce théorème que l'on démontre la propriété 
mentionnée d'abord -— ^ Jo. 

J'ai appliqué cela aux polynômes de T.egendre. En prenant 
«2,,= -, a ■•,!+{ ^ 2/(, -H I, la fraction continue est [égale à] 

et le dénominateur Qo„(,2^) est égal àX„{3x4-i). Je trouve ainsi 
que, pour m^n, les racines de l'équation Xm=o sont séparées 
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par celles de XoiR,„_„^=o, ici Rm-n est un polynôme du clegr<5 
m — « ^ I qu'on peut calculer d'après les formules 

Lorsque m et m sont impairs, l'équation 'X.„H.,„_„=o a une 
racine double ^r ^ o et Xn, := o admet cette même valeur comme 
racine simple. Il faut considérer alors une de ces deux racines 
^ =: o de XmRm-n ^^ O commc infiniment petite positive, l'autre 
comme infiniment petite négative. 

Du reste, toute racine commune à X„^ o et X„^=: o doit être 
aussi racine de Rm-;i = o, mais je crois que cela n'arrive que pour 
37 =: o et peut-être, en poussant im peu plus loin cette étude, on 
pourrait le démontrer. Je n'ai pas encore examiné avec attention 
ces applications particulières. 

Désignons par a, a', a.", ... les racines de Q2ni(a^) = o, par 
P, ^', p', ... les racines de V'^,"'\x) = o ; alors, d'après ce qai a 
été "dit plus haut, on trouve, dans chacun des m-\- n — 1 inter- 
valles formés par les racines de Qaw+an (^) ^^ o, une et une seule 
racine a. ou p. Mais on ne peut pas dire a priori comment les 
racines a et ^ se distribuent dans les divers intervalles (ce serait 
trop beau) et, si l'on fait varier les n,- (tout en restant positifs), 
cette distribution des a ou ^ peut changer; cependant,jamaisdeuxa 
ne sont égaux, ni deux p. Ainsi, c'est seulement une racine a qui 
peut devenir égale à une racine ^; mais alors ces deux racines se 
confondent en même temps avec une racine de Qam.|_2«(^) = o. 
Ainsi, si x/t_\, Xk, xi,^\ sont trois racines consécutives de 



l'intervalle (a; a. ), a: a) renfermant une racine a, l'intervalle (.r a, ^a+i) 
une racine p, alors, en faisant varier tes a,-, la racine a. peut passer 
dans l'intervalle (a;*, ^h+i), mais alors, en même temps, la racine ^ 
passera dans l'intervalle (^a_), X/,). A un moment donné, les ra- 
cines a et p se confondent avec la racine Xh. C'est ce cas excep- 
tionnel qui se présentait tout à l'heure pour la racine zéro dans 
le cas de X^i^o ('), 

(') Note des éditeurs. — La fin de ia lettre manque. 
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354. - STIELTJES A HEIiMITE. 



Cher Monsieur, 

Permelleï-moi Ae. corriger une erreur qiii s'esl. glissée par inad- 
vei'laiice dans ma dernière leltre. 

Pour m >- », les racines de Téqualion X,„ ■= o sont séparées par 
relies de l'équation X„R„,_.„^o où Rm_„ esl un polynôme du 
degré m — ?i^ \. Mais la loi de ces polynômes est la suivanle 

R„=i. R, = x R.., = .rli,, 'iL-tZ}.'. -Hp-, 

et non, comme j'avais écrit. 

Cette dernière relation, où p ne figure pas dans les coeflicienl* 
des Hj conduirait à une expression simple des R^, mais elle csi 
erronée. 

Veuillez bien me croire toujours votre alTectueiisomonl dévoué. 



HE RM [TE A STIELTJES. 



Mos ciiEii .\m], 

Je viens faire appel à votre bonne obligeance et vous renouveler 
le triste aveu que certaines questions dont je me suis oecupé onl 
fui à une si grande distance que, pour les retrouver, il me fanl un 
efl'ort qui m'effraye et me fait reculer. Je ne vois plus maintenant 
qu'à travers un brouillard le procédé que j'ai employé pour obtenir 
le développement de la quantité K', sous la forme découverte par 
Legendre, P log r + Q, et c'est au nom de la nécessité impérieuse, 
inéluctable, qu'il me faut vous demander, afin de faire revivre 
mes souvenirs, ce que je vous ait écrit quand Pidée de la méthode 
m'est venue. Mais ne vous imposez pas, comme vous l'avez déjà 
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fait dans uns occasion semblable, la peine de me Lranscrire une 
ancienne lettre; contentez-vous, je vous en prie instamment, de 
me l'envoyer et veuillez compter bien sûrement qu'elle vous sera 
fidèlement restituée, après que j'en aurai fait usage. J'ai l'obliga- 
tion de donner un article anx Rendiconti du Cercle mathématique 
de Palerme, et cette petite question remplirait mon but sans que 
j'aie à me détourner de ce que je travaille en ce moment. Permettez- 
moi de vous en dire un mol; il s'agit de ce genre d'expressions 
comme 1 + sna^, i + /i"sn.r, i + Anx, ..., qui sont représentées 
par la formule - f. j ~ T' f{x) étant une fonction holomorphe, et 
voici ce que j'obliens ; 
Soit 






(I -i- dna^j -1- ■iftAB sna^ -l- CMi - dii,r)]. 

D'autres cas cofniiiisent à des expressions d'une nalure diffé- 
rente ; on a, par exemple, 

etc., etc. 

Je me ferai un plaisir, si vous pensiez que ce puisse être utile 11 
vos élèves, de vous écrire tout au long comment on parvient à ces 
résultats; mais ne vous attendez point à y trouver quelque inven- 
tion, ce n'est qu'une affaire de calcul très élémentaire dont il faul 
dire, plus laboris quain artis. 

Veuillez, mtfn cher ami, me donner de vos nouvelles en m"en- 
voyanl la lettre que je vous demande sur le coup d'un besoin 
pressant et me dire comment vous supportez vos leçons. En espé- 
rant et en souhaitant bien vivement que vous ne soyez pas aux 
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prises avec le mal, croyez-moi toujours votre allectoeusement 
(févoué. 

356. - HERMITE A STIELTJES. 



Mon CHEii Ami, 

J'ai reçu, il y a quelques jours, les épreuves à corriger de la 
l'éimpression dans vos Annales de la Noie de Prague et, en même 
temps, m'est parvenue une lettre de M. Brioschi, qu'il me semble- 
rait très utile de publier à la suite de cette Note. M. Brioschi 
démoulre, en effet, que, dans le cas de n impair, on a l'expression 
suivante : 



■.2.n-> 



■»,k). 



Seriez-vous assez bon pour me faire savoir si je puis faire cette 
addition qui ne prendra pas plus d'une page d'impression? 

J'ai bien peu travaillé depuis quinze jours, ayant été dérangé par 
diverses circonstances, et il ne m'a pas encore été possible de 
rédigei' l'article que je voulais écrire sur les développements de K 
el de K'; je vais, pour m'y mettre, faire tous les efforts dont je 
suis capable. 

En attendant, mon cher ami, de vos nouvelles el en vous renou- 
velant l'assm-ance de mon afFection la plus sincère et la plus 

357. — STIELTJES A HEIiMlTE. 



Je viens d'écrire à M. Berson, le secrétaire du Comité de rédac- 
tion de nos Annales, pour lui communiquer votre demande. Je 
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reçois à rinstant même sa réponse favorable; il écrira par le cour- 
rier d'aujourd'hui à M. Gauthîer-Villars à ce sujet, en sorte qu'il 
n'y a aucune difficulté. Personnellemenl, je suis bien content aussi 
de connaître l'expression générale de N, quoique j'aie à me re- 
procher ma paresse ou mollesse de ne l'avoir pas cherchée m 
même. 

Après avoir vu avorter mon projet d"a!lcr à Paris au ini 
d'octobre, j'avais espéré au moins pouvoir y aller vers la fin de 
mois et avoir achevé alors aussi mon travail sur les fractions conti 
nues. Mais il ne faut pas y penser, je suis alité la plus grande 
partie du temps et, après la faillite de tons ces beaux projets, ce 
n'est pas le moment d'en faire d'autres. 



Vous avez bien dû recevoir la lettre que vous m'aviea demandée 
et qui contient votre méthode pour développer K et K', n'est-ce 
pas? Je crois pouvoir interpréter ainsi la fin de votre lettre. 

Vous me savez bien être votre très alTectueusemeni dévoué. 



- STIEL TJES A flEIlMÎTE, 



- HERMITE A STIELTJES. 



Mon CHER Ami, 

Veuillez agréer mes souhaits de bonne année que je vous offre 
bien affectueusement et du fond du cœur. Je me permels aussi de 
les adresser à M"" Stielijes avec l'e^tpression de ma respectueuse 
sympathie et l'espérance que ses soins si dévoués triompheront de 
la maladie et vous rendront à vos recherches el à vos travaux. Quels 
que soient votre éloignement et votre répugnance pour l'éloge, 
vous ne m'empêcherez point de me faire un moment l'écho des 
sentiments que j'ai entendu le Directeur de l'enseignement supé- 
rieur, M. Liard, exprimer à votre endroii. J'en ai ressenti un bien 
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vif plaiiir et je n'excède pas les limites de la plus stricte vérité en 
vous disant que sa sympathie vous est acquise au même degré ipic 
son estime 

En attendant, vous devez compter que voire congé de tj'ois mois 
se/a renouvelé, s'il est nécessaire, j'en ai reçu l'assurance. 

Vous ne nierez point, mon cher ami, qu'il existe une certaine 
similitude mathémalique entre nous, vu qu'il nous est fréquem- 
ment arrivé de traiter les mêmes questions, de nous j attacher et 
de nous y rencontrer. Mais, à d'autres égards, je diflV-re de vous 
du tout au tout, et c'est avec la plus grande satisfaction que je 
reçois les félicitations que vous voulez hien me faire à l'occasion 
de la fête d'il j a huit jours, qui a été donnée à mes soixante-. 
dix ans. 

Quelle que soit la résolution que vous prendre/, mes vœux vous 
suivront partout ou vous irez; je vous les envoie de tout cœur et 
j'y joins mes sentiments de l'affection la plus sincère et la plus 
dé\ouée. 

360. — HERMITE A SriELTJES. 

P.iia. ., janvier .891. 

Mon CHER Amt, 

J'apprends avec le pins grand bonheur que vous ôles à Alger, à 
l'ahri d'un redoutable hiver dont la rigueur se fait sentir jusqu'à 
Nice et que vous avez vaillamment supporté la traversée de la 
Méditerranée. Mais il me tarde d'apprendre, lorsque vous pourrez 
m'en faire le récit, les circonstances de votre odyssée ; j'adresse en 
attendant mes respectueuses félicitations à M'"* Stieltjes qiu a dû 
résoudre bien des problèmes et trouver une solution pour mille 
difficultés dans le cours d'un si long voyage. Je rends grâce à 
Dieu du succès et j'ai confiance qu'il en arrivera pour vous comme 
pour bien d'autres auxquels le climat de l'Afrique a rendu une 
complète santé que toute la science des médecins n'aurait pu 
obtenir ailleurs. 

En ce moment, Paris donne l'image de la Sibérie; partout la 
neige et la glace avec un froid de 10". Les approvisionnements font 
défaut; les viandes cl le lait manquent, les chemins de fer étant 
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;uTélés par les neiges; les mcnagcrcs sont dans la désolation. Je 
me figure, mon cher amif un beau et éclatant soleil qui vous 
réchaufi'e et vous réjouit avec l'impression de bien-être que vous 
donnera un complet repos, avec l'espérance de reprendre ensuite 
vos belles recherches. J'ai vu dernièrement votre élève M, Bourget 
dont j'ai été enchanté et qui m'a annoncé son intention de faire 
une thèse arithmétique, continuation de celle de M. Charve sur 
une question qui, autrefois, m'a extrêmement occupé. Il s'agit de 
la réduction continuelle d'une forme quadratique ternaire définie 
avec un paramètre variable et le but serait d'obtenir un algorithme 
régulier facilement applicable, autant que le permet la nature des 
choses pour la recherche des mininia successifs du produit 

(x -h ay -V- a> z'){x ~k- b y -^ V' z)[x -¥ ey + c'z"i, 

où «, b, c sont les racines d'une équation du troisième degré à 
coefficients entiers, dont une seule est supposée réelle. Ce n'est 
pas sans bien des réserves que j'ai engagé M. Bourget dans cette 
voie ardue; je me figure cependant que l'étude attentive des fonnes 
ambiguës, la recherche patiente des cas crîtique_s où une variation 
infiniment petite du paramètre fait passer d'une forme réduite à 
une autre qui ne l'est plus, peuvent conduire à quelques heureuses 
conséquences. Et peut-être qu'on s'étonnera alors de trouver 
simple et facile ce qui avait paru absolument inabordable. Si les 
longs espoirs et les vastes pensées m'étaient encore permis, je me 
condamnerais à un travail de Mécanique céleste, comme la théorie 
de la Lune en fait faire, pour tenter la fortune. 

I.e travail de M. Hadamard qui lui a valu le prix de l'Académie 
est très court. 

Vous verrez aussi, dans les Comptes rendus, une Note de 
M. Cahen, élève de M. Picai"d, qui développe d'intéressantes 
conséquences des résultats établis par M. Hadamard. 

jyjmc Hermite et moi nous vous envoyons, mon cher ami, tous 
nos vœux ainsi qu'à M™^ Slieltjes, et c'est avec 1 e5[>érance de 
l'ecevoir bientôt de bonnes nouvelles que je vous renouvelle l'assu- 
rance de mon aflection la plus sincère et la plus dévouée. 
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361. — HERMITE A STIELTJES. 

Paris, 35 février 1893. 
MoM CHER Ami, 

Combien j'ai été [heureux] des bonnes nouvelles que j'ai enfin 
reçues et d'apprendre que le climat de l'Afrique n'a pas trompé mes 
espérances ! { ' ) Je crois vous avoir dil que c'est sur le bienveillant 
avis de M. Fizeau que j'ai pensé vous conseiller ce voyage; je le 
verrai demain à l'Académie; je lui ferai savoir à quel point il a été 
bien Inspiré et je suis siir qu'il s'en réjouira autant qne moi. 11 en 
sera de même de tous vos amis, qui avaient partagé mes inquié- 
tudes, MM, Picard, Darbous, Poincaré, etc., et je puis dire aussi 
de M. Liard, dont la sympathie vous est tout acquise; j'at pu 
m'en assurer en m'entretenani avec lui à la Sorbonne, 0(1 il est 
\euu le 24 décembre. 

Hélas! je vais, la semaine prochaine, y revenir, à la Sorbonne, 
pour faire mon Cours sur les intégrales eulériennes, et ce sera avec 
votre assistance queje le commencerai en donnant votre démonstra- 
tion du théorème Bfa, b\ := ■ , — Vr • Vous n'yaviez mis aucune 
^ ' ' T{a-Y-b) •' 

importance en me la communiquant; mais elle est restée dans 
mon esprit, et, parl'efl'et de notre similitude analytique, j'ai suivi 
la voie que vous avez ouverte et abandonnée, 

Soittoujours a((ï, ^) = / a:" 'e ^c/,r; en calculant la quantité 

D^ç(a, \)'f{b, £}y(c, 5)], j'ai trouvé, sans rien changera votre 
procédé. 



i:i\- 



r(»)r(iii'(e) 
rio + s + c) ' 



(') Noie des éditeurs. — Ce début montre qu'il existe une 
entre le 17 janvier et le ï5 février. Elle n'a pas été retrouvée. 
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ce qui esl, sous une nouvelle foririe, mellanl en évidence la symé- 
trie en «, b, c, la relation connue 

•h X (i-Ha--(-j)-+''« r(<i + 6-4-c)* 

Mais commenl passer de lu première intégrale à la seconde et 
avoir l'équivalent de l'égalité 

Elle résulte de la relation générale 

que j'ai tâché d'étendre aux intégrales doubles, ce qui n'a pas 
laissé que de nie coûter quelque peine ; enfin j'ai trouvé que l'on a 

J' J'¥(^,y)clxdy=j J ^{x,y)dxdy, 
si l'on pose 

Si l'on suppose V{x^y)^- — — — ^ — tttùTI' "" cakul facile 
donne la conclusion cherchée, à savoir 

Je me suis contenté avec les intégrales doubles; myis il uie 
paraît absolument certain que l'on aurait de même 

f f f \'{3:,y,z)dj:dyd:= ( f C ^{x, y, s)dx dy tl:^: 

(».r,-)+;iF(i,f,i) 

7' \y y yl ^' V^ = ^1 



si Ton prend 

t(a:,r,») = F(»,^,î)+iF 
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o8 C0RRESP(»'DANCB DHEaairE et de stieltjes. 

Ma démons tralion est extrêiuemeiiLfacile; elle consislc à <iè- 
omposer le champ de l'intégration yOx en menant la bissectrice 




OBE de l'angle droit, en trois parties, le carré OABC donl le côté 
est pris égal à l'unité, puis les deux espaces infinis a:OK,yOE; un 
changement de variable <^ui s'offre de lui-ménae donne le résultai. 
En vous priant, mon cher ami, de demander à M"" Stieltjes 
d'embrasstr, pour M"^ Hermite et pour moi, M. Antoine et 
M"' Ediih 

...... .en vous conseillant la prolongation du repos mathéma- 
tique et \ous renouvelant l'assurance de mou affection la plus 
sincère et la plus dévouée. 



362. — STIELTJES A lIERMfTE. 

Ali^i-r, \\(.W\ Dari", Mustiip]ii.. i 



CuËQ MoMSir 

Votre formule 



fil V(x,x,z)d3:djrd!: --r-- f f f V{x, y, z) ds: dy dz, 

r* \y y y) ^' \= ^ z/ 

m'a semblé bien intéressante. Voici comment je l'établis, sans 
m'appuyer sur aucune considération géométricjne, en sorte qu'on 
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peut raisonner de la même façon pour un nombre quelconque de 
variables. C'est là aussi la seule excuse que je peux invoquer pour 
vous parier de choses si élémentaires. L'intégrale donnée s'étend 
sur un domaine D comprenant l'ensemble des systèmes de valeurs 
positives de x, y, s. Je décompose D d'abord en deux domaines A 
et B, A comprenant les systèmes de valeurs où a:, y, s ne surpassent 
pas l'unité, B se composant de ce qui reste alors de D. L'intégrale 

sur A est 1 f f y{x, y, z)dx dy dz. Je décompose le do- 
maine B en trois domaines B^, Bj, Bj de celte façon : un point 
{x, y, s) appartenant à B appartiendra à B^ lorsque x est le plus 
grand des trois nombres x, y, z; à By lorsque y est le plus grand 
des trois nombres x, y, s; de mêjne pour Bj. Alors, d'après la dé- 
fmition de B, il est clair que dans Bj, w variera de i à qo, tandis que, 
pour une valeur fixe x = a'>i,yetz varieront entre o et a. 
Considérons maintenant l'intégrale / / j ¥(x,y, z) dx dyd: 
étendue sur ce domaine Bj^. En la transformant par la substitution 
X ■= —,, y ■=. — ,j s = — i, il est clair d'abord que x' variera de o à i 
et ensuite que y" et z' varieront aussi de o à i. Puisque enfin on a, 
en valeur absolue, 



J J f¥{^,y,z)dccdydz=. f J f l-^V [l, Z, ^^cc dy dz. 



Les intégrales sur B^., Bj doiioeot les autres termes de votre 
formule. Dans le cas actuel, les différents domaines à considérer 
se définissent par l'arithmétique d'une façon si simple qu'il n'y a 
aucun avantage à invoquer la représentation géométrique. 

En lisant votre travail sur la formule de Stirling, j'ai été heureux 
de constater que vous avez rappelé le nom de M. Bourguct, qui, en 
elTet, a, le premier, donné une formule pour J(a) valable dans 
tout le plan, après que vous aviez appelé l'attention sur ce fait 
(dans le Journal de Borchardt) que la formule de Binet ne jouit 
pas de la même propriété. 
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Je crois qu'on pourrait appliquer votre mélliode aussi à l'ex- 
pression 

et, sans doute, on sérail conduit à une intégrale analogue à celle 
de la page 586 (ligne 4) mais où le logarithme serait remplacé par 
un arc lang. Celte formule, que j'ai déjà donnée dans mon travail, 
me paraît être une sœur légitime de la première. 

Vous vojez, cher monsieur, que l'Analjse commence à exercer 
son attrait sur moi. C'est en me promenant, cet après-midi, dans 
un joli bois tout près d'ici que j'ai réfléchi sur ce que je viens de 
vous écrire. Sous celte forme modérée, je ne crois pas qu'un peu 
d'occupation puisse me faire du mal ; au contraire, c'est plutôt une 
distraction pour l'esprit. 

Vous ne m'aviez pas dit auparavant que c'est M. Fizeau qui 
avait recommandé un séjour à Alger, Quoique je n'aie pas l'honneur 
de le connaître, vous voudrez bien lui dire que je lui suis très 
reconnaissant pour son bon conseil. Je suis ici loin des Facultés et 
je ne descends guère dans la ville. Cela fait que je n'ai vu depuis 
bien longtemps les Comptes rendus, ei que je ne sais pas les pé- 
ripéties des candidatures pour la place laissée vacante parM. Mou- 
chez. M. Callandreau a-t-il de la chance? Je sais que c'est un de 
vos anciens élèves, et avec qui je suis toujours très lié. Mais vous 
allez reprendre votre Cours et être bien occupé ainsi, tandis que 
moi je ne suis pas sans un peu de remords de ne pas faire le mien 
et d'en laisser la charge à d'autres. 

Veuillez bien, clier monsieur, me croire toujours votre atfcc- 
tueusement dévoué. 



- flEBMITE A STIELTJh'S. 



MoM CHER Ami, 

Votre démonstration de ma formule est escellenle; 
aurais jamais en l'idée cl, à suivre la voie à laquelle je son 
me serais égaré et perdu dans mille embarras; en lout cas 
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lion que vous lui avez donnée est la meilleure récompense du 
travail qu'elle m'a demandé. Des intégrales eulériennes, bien que 
ce soit l'objet de mes leçons, je suis très loin en ce moment; une 
autre question me préocupe. Je vous envoie un article que j'ai 
reçu de M. David Hilbert sur la transcendance des nombres e et Tt, 
qui vous intéressera certainement au plus haut point et qui me 
plonge dans un abîme de perplexités ; je ne puis me résoudre à croire 
que l'éminent géomètre a commis une erreur, et je ne serai aucu- 
nement surpris, ni mécontent de reconnaître que je suis en faute; 
mais il me faut en appeler devant un juge impartial et vous me 
rendrez grand service en me montrant en quoi je me suis sans 
doute trompé. 

En me bornant au nombre e et supposant, pour plus de simpli- 
cité, « = I, l'auteur veut établir que le nombre entier 



-aÇ zÇ(z --i)?y^e-~dz + axe f aP(a — 



)?+' 



est diflerent de zéro, ce qui est le point essentiel dans sa mctliode. 
On peut écrire, en cliangeant z en 2 4- i dans la seconde intégrale, 

P, = af z?(: -i)P+'e--di-\-ai f {i ~i)? ip+' s-^ d;, 
ce qui montre bien que P, est entier. Vous \oyez aussi que l'on a 

où 3. et a, sont entiers comme a et a,. De là résulte 

et il faut prouver que le second membre est différent de zéro, l'our 
cela, M. Hilbert se contente de dire qu'il faut prendre p divisililc 
par a; or, je ne vois pas du tout pourquoi, en faisant a t^ rtrf, on 
n'aurait point 

Cette égalité peut encore s'écrire 
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Mais, de quelque manicre que je la retourne, ce qui est évident 
pour l'auteur m'échappe. C'est sans nul doute ma faute, et je vous 
serai on ne peut plus reconnaissant de m'amener à le recounaîti'e 
et en faire une sincère pénitence. 

En vous suppliant en grâce de ne point gâter le plaisir de vos 
promenades en pensant à votre cours, et de vous donner ^la com- 
plète satisfaction de vivre à la façon des zoophytes, je rétablis votre 
correspondance avec le monde extérieur en vous apprenant que 
M. Callandreau, il y aura après-demain déjà quinze jours, a été 
élu, à la presque unanimité, membre de l'Académie des Sciences. 
Le seul concurrent sérieux qu'il aurait pu avoir, M. Radau, ne 
s'est point présenté personnellement auï Académiciens et n'a pas 
entamé la lutte; on songe sérieusement à lui, cependant, pour une 
élection prochaine. 

Je n'ai pu parler lundi dernier à M. Fizeau qui a quille la 
salle des séances lorsque j'j arrivais; j'espère le voir prochaine- 
ment, lui donner de vos nouvelles et le féliciter d'avoir si heureu- 
sement donné le conseil de voire séjour sur la terre d'Afrique. 

Dans l'espérance, mon cher ami, d'apprendre que vous allez de 
mieui en mieux, el en \ous renouvelant l'assurance de mon bien 
alfectueux dévoùmenl. 



364. — STIELTJES A HERMITE. 

Alger, 8 mars iRgS. HâLel Dario, Mustapha. 

Cher Mowsieuk, 

Mille romercîments pour la communication du travail de 
M. Hilbert que j'ai lu et admiré avec un très vif plaisir. J'ai eu le 
bonheur de faire connaissance avec l'auteur en i886, lorsqu'il a 
passé quelques mois à Paris, et il m'envoie régulièrement ses 
travaux, en sorte que je trouverai certainement à Toulouse le 
Mémoire que je [vous] renvoie. Quant à la petite difficulté qui 
vous a arrêté, je dirai, pour le cas où vous n'auriez pas saisi l'inten- 
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lion de l'antear, que dans les formules de voire lettre 

Pi^af zf>(ï — [)p+ie-=rfî-h«ie /" z?{s — i)P+'e-''dz, 
P,r-^a f sp(5 — i)P+ie=rf«i-i-ai ( { s ^ i)9 zp+' e-' ds, 
P, . ^ «. I. ,....?(. + ;<) + a,.,. 9.... (? + [)(, + ^,). 

a est difùible par p + i, ce qui est ie point essentiel. 

lie peut donc être nul, car a devrait être divisible par p + i, 
tandis que a est plus petit que p el diviseur de p, ce qui est 
absurde. 

En général, ayant 

*"' .^.dza(i.ï...nW+' fmod p + r), 
1.1... p 

M. Hilbert dit qu'en prenant pour p un multiple de a(i.2. . .n) 
Pi ne saurait s'annuler. En elTet, il faudrait que a(i . 2 . . . n)P+' fûl 
divisible par p + 1 . Or, soil p un facteur premier de p + 1 , /) divi- 
serait encore 0(1,2. . .n)P+' et par conséquent aussi a(!.2. . .n) 
et enBn aussi p, qui esl multiple de a(i.2. , .«); p divisant p 
el p + I, cela est absurde. 

On pourrait déterminer p aussi un peu autrement par la condi- 
tion que p -}- 1 est premier et plus grand que a(i.a. . .n), puis 

toujours X < I . En effet, de cette façon on voit aussi que 

P,'ne peut pas s'annuler, car 

d'après le théorème de Fermai. pH-i ne peut pas diviser a( r. a... n), 
puisque p + I >>(i(i.2. . .«) d'après rhjpolhèse. De même, page 4, 
on pourrait prendre p -1- i premier el plus grand que aô^èj,; on 
aurait encore. 

^' = a6P«+M6&"^'= ufeMèM { mod p -ni), 
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C'est grâce à cette intervention de quelques vérités arithmétiques 
que M, Hilbert obtient une démonstration si simple. Dans quelques 
années, je pense que les candidats à l'École Polyleclinique devront 
savoir démontrer l'impossibiliié de la quadrature du cercle. Mais 
justement à cause décela, il me semble que l'auteur aurait bien dû 
insister sur le raisonnement qu'il a supprimé; car, jusqu'à pré- 
sent, on n'avait pas encore appelé en aide l'arithmétique jusqu'à 
ce point dans cette question. Je crois qu'elle estvîdée maintenant: 
peut-être pourra-t-on simplifler encore un peu la partie analytique 
en renforçant la partie qui est du domaine de la théorie des 
nombres. 

J'ai été bien heureux d'apprendre l'élection de M. Callandreau 
et aussi la justice qu'on rend à M. Radau, que je ne connais pas, 
mais qui m'a inspiré toujours beaucoup d'eslime. 

Je peuï vous donner toujours de bonnes nouvelles de ma santé. 
Le domaine où je fais mes promenades s'étend peu à peu. Veuillez 
bien me consener votre amitié, qui constitue une partie sensible 
de mon bonheur. 

Votre dévoué. 

P. S. — J'ouvre ma lettre encore une fois parce que je n'ai pas 
exprimé assez mon admiration pour le principe nouveau, je crois, 
qui sert de fondement à la démonstration de M. Hilbert et qui lui 
permet d'arriver au but sans avoir besoin des formules de réduc- 
tion pour les intégrales indéfinies de la forme 

J'ai besoin, du reste, de réfléchir encore sur cette démonstration 
])0ur en bien pénétrer l'esprit et bien voir en quoi elle se distingue 
de celles proposées jusqu'à ce jour. 



365, - HERMITE A STIELTJES 

Paris, i5 miir' 1S9S. 
Mon cher Ami, 

Vous avez aperçu, au premier coupd'œil, ce qui m'avait si com- 
plètement échappé et, grâce à vous, le nuage s'étant dissipé, j'ai 
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pu partager pleinemenl votre sentimeal d'adiniralion puui' l;i dé- 
mo us ira û on de M. Ililbert. En vous remerciant de votre bonne 
assistance, je viens vous apprendre qu'un autre éminent géomètre, 
M. Hurwilz, y a également droit. Dans une lettre qui vient de 
m'arriver, M, Hurwitz me dit avoir lui-même appelé l'attention de 
M. Hilhert sur la simplification que vous avez apportée à la démon- 
stration de la transcendance du nombre e : c'est donc voti'e travail 
qui a été l'oriffine de ses recherches. Il ajoute qu'il est parvenu à 
une démonstration encore plus simple que celle de M. Hilbert, qui 
sera publiée dans les Nachrichten de Gottingue, et il a la bonté 
de me la communiquer. Comme je ne puis douter que vous y pren- 
drez grand intérêt, je vous la transcris textuellement : 
« Je pars de l'identité 

en posant, pour abréger, 

F(^i = /(^)4-/'(^)-...+/'"(^), 

. entière de degré ;■. En appliquant 



("<e<i) 



s.ibsiste, Gu, C,, ..., C„ élanl des nombres entiers et Gn étant 
positif et différent de zéro. En désignant par p un nombre premier 



f{x) désignant 


une fonction eut 


icre 


l'équation connue 






= (.T)-=(0)^»-,'( 


e^-) 


je trouve 






{■■'■) 


F(»,-,.Flo,™ 


.-,, 


" Suppo.ons 
(li) 


maintenant que 1 


'ëqu 



et j'applique la formule (A) pour x -= i, a, . . ., «. Ain^i j'obticn-; 

F(/:)-e*F(o) = SA (^ = 1,2, ...,«), 

les nombres s* devenant infiniment petits si l'on fait croître />, et 
F(o), F(i), --.. F(ai) étant des entiers dont le premier n'est pas 
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divisible par/), tandis que tous les autres sont divisibles par p. Or, 
de l'équation (B^ on tire 

CoF(o)H-C,F(i,+...+ C„F(rt)=o, 

si p est supérieur à une certaine limite. Mais la dernière équation 
implique contradiction, tous les termes étant divisibles par p, 
excepté le premier qui ne l'est pas. » 

Vons auriez bien certainement fait cette belle démonstration, et 
je ne serais pas surpris que M. Hurwitz, avec qui vous vous êtes 
déjà rencontré autrefois à l'occasion de la décomposition en cinq 
carrés des entiers qui sont des carrés, vous ait prévenu; mais 
comme je me trouve distancé et dépassé sur celte question 1 

C'est avec bonheur que j'apprends à quel point vous est favo- 
rable le climat de l'Afrique, j'espère aussi que vous avez tou- 
jours de bonnes nouvelles de vos petits enfants. Les nôtres ont, 
en ce moment, les oreillons, ce qui les fait souffrir un peu et met 
notre maison à l'index, à cause du caractère contagieux de celte 
affection. A notre époque, la médecine est inhumaine à force d'hu- 
manité; elle préserve de la maladie en conseillanl de fuir les 
malades. 

De mes leçons je ne vous dis rien, si ce n'est que j'ai échoue 

complètement en essayant de développer -■■ ^ en parlant >ie h 

formule 

r(a) _ f l 1 ] dr 

!■(") .1 r ■ ('-■-^r'\ .'■ ■ 

J'ai bien vu qu'en retranchant membre à membre avec 



,.8„„_|- 



on Irouv e 

Fia) ./„ ^ " ■ ■*; J ^ ' 

ou encore 

r(") .'. L ' ") I » 
quantité nulle pour a infini, et qu'on a 
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Mais, des polynômes X,, X-., ., ,, X„, je n'ai vu aiilre chose que 
la relaûon 

X„4.i = f .r(X„-X;,)rfr, 

donl je n'ai riea su tirer. 

En vous priant, mon eher ami, de croire toujours à mon affee- 
tion la plus sincère et la plus dévouée. 



STIELTJES A HERMITE. 



Cher Moksirdîi, 

J'avais entrevu, en effet, une démonslralion de la transcendance 
du nombre e analogue ou identique à celle de M. Hurwitz que 
vous avez eu la bonté de me communiquer. Je voyais bien le rôle 
du nombre premierjO et l'intervention de la formule 

?(^)-'?(o)-^'f'(0^) 

pour éliminer les intégrales définies. Mais, voilà ! sans faire le 
moindre effort pour réaliser ce que je voyais en rêve, j'ai quitté ce 
sujet pour essayer de retrouver une déduction simple de la fonnule 
(due à M. Kummer) qui donne le développement de logr(^) en 
série de Fourier obtenue autrefois. Pour le moment, les choses 
difficiles, ou qui me paraissent telles, m'effraient et je me rends 
bien compte que j'ai l'humeur un peu capricieuse, même pour les 
choses de la vie ordinaire. 

Je ne vois pas plus que vous comment on pourrait retrouver le 
développement connu de tt— t — loga au moyen de la formule 



s: 



'hr^i^' 



^(x, ~x;,)djr. 
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IjCS termes en — t — i ■■■ doivenl disparaître : je l'ai vérifié pour 
les premiers ; mais on ne voil pas pourquoi cela arrive toujours, 
(^uant aux nombres de Bernoulli qui doivent s'introduire, et aux 
propriétés du terme complémentaire, il paraît bien difficile d'j 
arriver par cette voie. 

Je vais vous parler maintenant de la formule de M, Kummer. 
l'ar une généralisation qui s'offre d'elle-même, je serai conduit 
ainsi, de nouveau, à la formule pour logr(<7 -1- ^) r(a + i — Ç), 
d'où vous avez tiré, dans votre travail récent, la formule de Stirling 
généralisée. Mais je serai un peu long et je vous dispense bien 
d'avance de me suivre jusqu'au bout. 

En développant logr(x) dans l'intervalle (o — r) on a, d'ajirès 
les formules générales, 

lOgr(a^) — ao+«l COSïH^-i- Ij COS^TT^ -+■■.■ . 

puis, pour 1 2 I , 

■(„^- ^„i= ■> Ç e!'"!-^'logr(r)rf.r. 

Au lieu d'intégrer de O vers A, on peut prendre le cbemio 



OCBA. L'intégrale sur CB est nulle à la limite. Donc 
et, si l'on pose x :^ i-^, x ^ \ ^- iv, 
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• ■X puisque, 

l08(i.)™lo|;,.^"/, 

C=--r(r)--/'"e-)oga-</.r 

est la constante d'Euler 0,067 

J'ai dit qu'à la limite l'intégrale sur CB est nulle. En effet, 
Mlc esl 



g-i/iitix moillogr(^i H- ^ J (o < J- ■:_ I I 

ost nulle pour /: =:^ 00. C'est ce qui résulte de mon Mémoire dans 
le Journal de M. Jordan; sans doute on pourrait l'établir encore 
facilement d'autre façon. 

On constate immédiatement qu'on peut généraliser cette ana- 
lyse en considérant le développement tri gonom étriqué de logT{a?) 
dans l'intervalle (o à r), /■ étant un nombre entier quelconque, 
ou encore dans l'intervalle a à a -h r, a ciani positif, /■ entier 
)josilil : 

logr ..) = „-.,», î^'^-îï-U ., c. l:!!;^::^ +^ . . 
(<.<»<« + ,•), 

'0= - / logr(a-) Jr, 
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substituant 

^ = a 4- iV, x' — a-i-r-i- iv, 

-■-— f e ^ logr (a -b r -h iv)dv 
= — — /"r ~Pdv, 

La fonction transcendante logr(^) a disparu ainsi dans les inLé- 
grales qui donnent les valeurs de a« et ^„. Mais c'est seulement 
dans le cas de M. Kummer qu'on obtient la valeur explicite de ces 
intégrales. Je me bornerai maintenant à considérer le cas le plus 
simple et le plus intéressant ;■ ^ i . Or on a alors 

:<„- 1" logr(a-)^3! = «(loga — + log/^, 

et, en écrivanl « + ^ au lieu de x, 

logr(<i+ S) = =10 -!- =. cas^.:^ - (t, 005477^ + . ■ ■ 



log(a+iV)= - log((t!-hi'î)-i-iarctang^_. 

a„=2 I aic[ang-e-5"iï''rfi', 
?'■> = - f loe(a! + i^')e-!''^-t;i., 
puis on conclut aussi 

et cette formule ne diffère pas, au fond, de celle que vous obtenez 
page 385, ligne 2 en remontant. En effet, le coefficient ^de 
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cosamTï^, ICI, est 

aa,„ = .'i / arc tang - e"*'"'^" du, 

et, à t'endroii cilé, on trouve 

L'identité des deux expressions est évidente. 

Du reste, d'après les expressions de a„, p„, on voit qu'on ob- 
tient, exprimées par une seule intograle définie, les sommes 

Mais je ne poursuivrai pas plus loin ce sujet etje terminerai par 
( ette remarque que la formule que j'ai obtenue pour 



n(«) 
(page 58^ de votre travail) peut se mettre sous cette forme 

J'espère, cher Monsieur, que la maladie dont souffrent vos en- 
fants conservera le caractère bénin qu'elle a ordinairement, et que 

vous sortirez bientôt de la quarantaine. Nous pensons rentrer à 
Toulouse peu de jours après Pâques, en sorte que je reprendrai 
mon cours après les vacances. Croyez-moi toujours votre très sin- 
cèrement dévoué. 
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367, _ HERMITE A STIELTJES. 



Mon cher Ami, 

M. Fizeau a témoigné le plus grand plaisir en apprenant les 
résultats favorables de voire séjour à Alger et me charge expressé- 
ment de vous faire parvenir l'expression de sa vive sympathie, do 
même M. Berthelot et M. Bertrand, présents à notre entretien. 
D'aujourd'hui en huit, je partirai pour passer à Flanvllle, en Lor- 
raine, les congés de Pâques dont je me sens grand besoin, ne me 
sentant plus l'ombre de courage pour le travail. Je puis, touijuste, 
préparer et faire mes leçons, et il faut me contenter de ces chan- 
gements infiniment petits dont ne s'aperçoivent même pas ceux 
auxquels ils s'adressent. Ainsi, je prends la formule 






-J J.:^,-'~)d-. 



et je remarque qu'en retranchant membre à membre avec l'équa- 
tion 

logn = j - — --^ dx, 
on obtient 

d'où l'expression asymptotique .—,--; ^iogct pourftiniini. Maïs 
on peut écrire 

et, en développant en série -, l'intégrale s'exprime par les 

quantités / ■ c'''+"*-'^ dx , c'est-à-dire 

/.^'^~-"- '" -/'. •'-" "-■ 

HoaedbjGOOgle 



On a donc cette formule qui ne laisse pas que de me causer i 
peu d'embarras 

parce qu'elle implique une coupure absolument inopportune. 
Pcrmellez-moi de revenir im moment sur la quantité 



■■(■*; U,^^ 



La diffère iitiation donne l'identité 

^ / . X, X. \ _ X.; X', _^ 

et, en chassant le dénominateur, on obtient la relation de récur- 
rence 

s-x„^tX'„ + x;,+,, 

d'où 

(1) x;,^, = x(X„-x'„j 

et enfin 

X,.+, = f a'(X„ — X;,)rfr, 

puisque tous les polynômes s annuleni a\ ee a:. La relation ( i ) me 
tente quelque peu. On en tire 

Çx'„+je-^ dx = Cx{\i,— \'„]e-^ ,lr ^== fxd[ - X„e-^), 

et, par conséquent, en intéj^rant par parties, 

X„+| e-* -^ /'x,H-, e-'- dr ^ — x X„ «-■= + /"x,, «-■= d-j- ; 

mais, encore une fois, je n'ai plus de courage à l'ouvrage. Je vais 
écrire à M. Hurwitz pour lui demander de publier sa lettre dans 
les Comptes rendus : quelle merveilleuse chose que sa dcmon- 
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stralioii! En vous rappelant mon adresse à Flanville, par Noisc- 
ïîlle (Lorraine), et vous priant de me croire toujours voire anil 
Ijien affectueusement dévoué. 



- HERMITE A STIELTJES. 



Mon cher Amj, 

J'ai eu le regret de ne pouvoir me joindre à M. Baillaud et à 
M. Tannery dans les démarches qu'ils ont faites au Ministère pour 
obtenir le congé qui vous a été donné : c'est à eux seuls que sont 
dus vos remercîments ; ils y ont tous les droits, mais je n'ai pas 
besoin de vous dire combien je suis heureux que leur zèle et leur 
dévouement aient été couronnés de succès. Incessamment, je 
compte être renseigné par M. Tannery sur toutes les circon- 
stances de voire affaire et, dorénavant, s'il y a lieu, nous serons 
trois pour agir. 

Ne regrettez pas trop ce que vous appelez votre indolence; rien 
ne me semblait meilleur, à Flanville, que de vivre submergé par 
la paresse, et à mon retour, les leçons de la Sorhonne, les obliga- 
tions de toutes sortes, me rappellent le texte des Actes des 
Apôtres : durumest tibi contra stimulum calcitrare. 

Permeltez-moi de voue apprendre que M, Lerch, de Prague, est 
un de vos admirateurs ; il m'a récemment écrit au sujet de votre 
mémoire sur la valeur approchée de logr( a) pour m'en exprimer 
son sentiment auquel je ne contredis point, vous devez le savoir. 
Mais il m'observe que la formule du terme complémentaire 



•<-2X'î^ 



[\- ^■)flx 



■i été obtenue antérieurement, sous différentes formes, par M. Gil- 
bert, de Louvaîn, dans un mémoire de l'Académie de Bruxelles, 
(t. Il, i8~5), que j'ai dû certainement avoir sous les yeux, et que 
j'ai eu le tort d'avoir complètement oublié. 

En même temps il me donne l'expression suivante : 



^j:^mk-ï)^- 
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d'où l'on tire, en inlégrant par parlies, 

ro(a) = - logaH- logr(a) — / [o^r{a^^}dx, 

ce qui est le lien qui rattache 's(a) à l'intégrale de Raabe. 

Je crois toutefois que M, Bourguet a sa belle part dans cette 
question, et qu'il a montré un bien beau talent d'invention pour 
arriver à la formule dont la vôtre, ou celle de _M. Gilbert, est la 
conséquence. 

Un mot encore au sujet des logarithmes qui entrent dans la 

J'ai cru nécessaire, dans mes leçons, d'insister sur leur détermi- 



nation, et de la conclure de l'intégrale / — » prise en suivant une 
2, OU plutôt/"" ^ 

.1 â*- 



ligne droite de i à o, ou plutôt / . c'est-à-dire, en rem- 
plaçant a par </ + i, 



cette intégrale s exprime par 

,,"'= =,,^pi '^^.r.La„„ p a,.U.g^^. 

les arc tangentes étant compris enire — - et -i- f ■ J'en conclus l;i 
formule suivante : 

log[a--t-/>) ■= -log(^'-t*J'') 
Cctie délemiination unique est une fonction continue rie x etr. 



dbjGoogle 



3oÔ COHHESPONDAKCE d'hEHHITE ET DE STIBLTJES. 

sau' lorsque les fractions '■ — =— et ■ deviennent infinies. 

_ y y 

c'est-à-dire dans le voisinage de y = o. Supposons x <, o; les 
numérateurs sont positifs, par conséquent lorsque y passe du 
positif au négatif, les deux arc tangentes passent brusquement 

de H — à ; la partie négative de l'axe des x est donc une ligne 

de discontinuité. Mais pour :i; > o les fractions sont de signes con- 
traires et leur somme tend vers zéro en même temps que_)'. 

Tout cela, mon cher Ami, c'est pour les écoliers ; on peut j 
ajouter qu'en définissant le logarithme pour des valeurs imagi- 
naires par l'expression à sens unique que vous connaissez ample- 
ment 



1 trouve exactement le résultat qui précède. 



Kn attendant de vos nouvelles, et vous priant de croire toujours 
mes sentimenis de la meilleure et de la plu; 



- UERMITE A STiELTJES. 



MoK CHE11 Ami, 

Vous me causez autant de surprise que de plaisir en m'appre- 
nant votre retour en France ('); j'étais loin de m'y attendre, et y 
vous félicite vivement d'avoir liien supporté la fatigue d'un si grand 
voyage et de vous trouver heureusement réuni à votre famille. 

Pendant que, de votre personne, vous décrivez un contour fermé 
d'une immense étendue, j'en fais de tout ])etits, d'infiniment petits 
sur le tableau de la Sorbonnc en poursuivant la théorie de la 
fonction eulérienne qui prendrait tout le temps de mon Cours s'il 
ne me fallait aussi faire des fonctions elliptiques. Mais je ne fais 
aucune recherche; les idées me manquent; ce que je crois rencon- 
trer se trouve n'avoir aucune valeur, e! je ne recueille cpie des 
déceptions. En voici une entre autres; on a, comme on le vérifie 

( ' j (^ttii lettre répond à une lettre perdue ilc Slitlljcs. (Aoie rfes rcdacl j 
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immédialeinent, 

a r' a-dr _ t_ i 

avec la condition que, dans le second membre, a tin soient pris 
positivement. Il en résulte qu'en faisant 

on obtient 



u 



■ïVj>l^fi,^c,., + D.I„..r(.-, 



et, par conséquent, 



-f" 



Pour « = I, il vient cette inutile formule 

de sorte qu'on peut écrire, sans profit aucun pour le calcul et même 
avec beaucoup moins de simplicité qu'en partant de la délinition 
de r(fl), la valeur de G par une intégrale définie. 

Je n'ai pas besoin de vous dire que j'aurais voulu avoir pour 
logr(a) une expression simple, semblable à celle du terme com- 
plémentaire de la formule de Stirling, qui m'aurait appris quelque 
ctose; mon espoir a été trompé et il faut me résigner, quoiqu'il 
m'en coille, à ne pas voir la théorie s'ouvrir par une voie dans 
laquelle l'argument a n'apparaîtrait que sous forme rationnelle 
dans les intégrales, au lieu d'y figurer en exponentielle. 

En vous suppliant, en vous conjurant de repousser toute idée de 

(') /Vole de StUltjes. — C est négaiif ici ei égai à -.,,.177,... 
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travail afin de vous consacrer uniquement au repos, au repos le 
plus absolu après votre odyssée qui a élé visiblement favorisée par 
le ciel, et en vous demandant de compter fermement sur moi pour 
le soin de vos inlciôls au Ministère, je vous prie, mon cher Ami, 
de croire toujours à mes senUments de la plus sincère et de la 
meilleure affection. 



370. - STIELTJES A HERMITE. 



Cher Mohbieoii, 

Vous me permettrez de vous écrire de temps eu temps dans le 
seul but d'avoir de vos nouvelles. 

Sans doute vous avez perdu de vue maintenant la fonction F et 
ce sont les fonctions elliptiques qui doivent vous occuper. C'est 
cependant sur le premier sujet que je vous dirai deux mois un peu 
plus bas. Mais s'il vous coûte un effort pour vous arracher des 
fonctions elliptiques ne faites aucune attention à ce que je dirai; 
aussi cela ne vaut pas grand'chose. 

Je continue à me porter assez bien; cependant je ne suis pas 
très solide encore et, ayant voulu m'appliquer fortement à un 
sujet difficile, cela ne m'a pas bien réussi. Aussi je renonce 
encore, pour le moment, à travailler sérieusement et je me con- 
tente de réfléchii' im peu superficiellement et vaguement sur 
divers sujets. Voici maintenant l'idée qui m'est passée par la 
lôle. Vous save7 qu'on peut représenter J(a) par une intégrale 

mais on doit supposer la partie réelle de a positive tandis qii"ll 
convient de considérer i(a) dans tout le plan avec la coupure di- o 
à ^ oo. Ainsi, dans 

«=^r(eos=f + isin^) (,■ > „), 

l'argument ç varie entre les limites := ■;:. 
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Ayant remarqué que 

a une partie réelle positive, je me suis demandé si l'on ne pourrait 
pas représenter 3{a) dans loul le plan (exceplé la coupure) par 
une intégrale de la forme 



i: 



En supposant 






Idcnlifiant cette série avec celle de Stirlin 



on obtient les c, 



La valeur asymptolique de B,,-^, ; B„ étant — ;j on constate que 
la série obtenue est toujours convergente ; 'f(x) est une fonc- 
tion entière. 

Il va sans dire que cette déduction manque de rigueur et, pour 
savoir ce que vaiit le résultat, il faudrait étudier maintenant la 
fonction 'f (^), reconnaître comment elle se comporte pour y: tri's 
grand, pour savoir si l'intégrale 



/" 



■S(^)'^^ 



a un sens. Voilà une recliercbc qui parait difficile; j'entrevois la 
possibilité de représenter ^(x) par une intégrale définie; mais je 
ne sais pas si l'on pourra en tirer quelque chose. J'ai cependant 
quelques raisons pour croire que, pour :r très grand, ^(j^) tend 
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vers zéro en changeant de signe continuellemenl comme h fonc- 
tion de Bessel et de Fourier. 

La série»{jr)étaQt toujours convergente, il ne faut pas s'étonner 
qu'elle conduise, par l'intégration, à la série de Siirling qui esl 
(Jivergeule. En effet, dans des cas pareils, on n'esl jamais autorise 
à intégrer les termes de la série; cela ne peut se justifier que dans 
des cas particuliers. Ainsi, par exemple, supposons (^f > o et 



-;■"• 



s en intégrant il vient 



série qui n'est convergente que sous la condition | 6 | -< a. 

Puisqu'il est assez probable, d'après ce qui précède, que J(«) 
peut s'exprimer dans tout le plan par 



r e-^^a(x)da; 



on peut chercher aussi à obtenir celte formule en partant des 
expressions connues de i((i) dans tout le plan. C'est de cette 
façon que j'ai cru retrouver, en effet, cette formule, avec une 
expression de f{x) qui me donne à penser que <j{x) tend vers 
zéro pour 37^=00, comme je le disais plus haut. Mais je n'ai pas 
encore suffisamment approfondi ce sujet, qui, peut-être, se mon- 
Irera trop difficile pour moi. 

En espérant d'avoir bientôt de bonnes nouvelles de vous, je vous 
renouvelle, cher Monsieur, l'expression de mes sentiments d'ait'ec- 
tueux dévouement. 
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Toulouse, \i mai 1S93. 



Le géomèU-e anglais G. Boole a iloiiué, en 1839, clans son Trea- 
lise on differentiat équations (Chap, VI, p. i3) la formule sui- 



JîB3[/''{^).h/'-(37)](/- 



011 B| , Bï, . . . sont les nombres de Bernoulli. 

Je me suis proposé d'établir cette formule avec le terme com- 
plémeulaîre. Le problème n'est pas difficile; c'est plutôt un bon 
exercice d'écolier, mais qui n'est pas sans intérêt. J'ai servilement 
suivi vos méthodes pour les fonctions de BernouUi et la formule 
sommatoîre, qui s'appliquent Ici encore avec un plein succès. 
Voici mes résultats : 

o([ — a:, an) — f{3!, in}. 

-K,»).(.'-^,)'l! ».--(«).(.•. -,!i«"-.-p.,., 



r^^/V»,")/- 
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SI2 CORRESPONDANCE D HERMITE ET DE STIELTJES. 

Le polviiome (— i)"(f(«, an) esl constamment positif dans l'In- 
tervalle (o, i) et croît de « := o à u=^ -, pour décroître de m^ - 
à u^i. C'est ce qu'on établit encore en suivant votre méthode 
qui conduit aiix formules 

-Iosoo,^^ = „,.-.+ <,,^.+ ».>..,. (»„>o); 



-î — = e"^" 



-(2Ï-1)', X,= , -(»»-,)!, X,= 1-(2I-1)', 



d'où l'on conclut pour R„ l'express 



■/- 



TjB„+ 



C'est le terme suivant de la série, dans lequel on a remplacé 
/■"'+'(^)+/="+'(a: + /.i par 2/=«+'(> ■■- OA). 

Les polynômes cp peuvent s'exprimer facilement par les polynômes 
de Bernoulli, mais je ne vois pas qu'on puisse tirer quelque chose 
d'utile de ces formules, et il semble que les polynômes a méritent 
une étude directe. 

Vous voy.ez que je continue à me distraire en travaillant un peu, 
tout doucement) je ramasse surtout de nouveaux matériaux pour 
mon travail sur les fractions continues, et je vous dirai que cette 
excursion sur une formule de Boole n'est pas étrangère à mon des- 
sein principal. En effet, j'ai été ainsi conduit, par exemple, a consi- 
dérer l'intégrale 

En supposant o < x ■< i , la série divergente a toutes les propriétés 
de celle de Stiriing; mais je trouve qu'elle donne une fraction 
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continue convergente 



où X^,,^:^ /i^, "k^n+i ^ (n-\-a!)(n -i- i — x). L'intégrale s'exprime 
sans doute par la fraction 

etc., etc. 

En faisant les meilleurs vœux pour votre santé, vons voudrez 
bien accepter la nouvelle assurance de mon dévouement sincère. 



IIERMITE A STIELTJES. 



Mon cher Ami, 

Après chaque leçon je dors sur les deux oreilles et je serais 
désolé de mon état de paresse si je n'apprenais que M. Bertrand 
ne vaut guère mieux. On vient de me raconter qu'il a passé quatre 
jours à Saint-Malo, dans une chambre d'h<5tel, à regarder en face 
de lui la mer, sans bouger, sans rien faire ; j'aurais grande envie 
de suivre son exemple; mais les leçons sont là, plus impérieuses 
encore que le devoir que j'ai laissé en souffrance de vous écrire et 
de vous répondre. Au sujet de votre égalité 

je remarque que 



-^2^-' 
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àlq CORRliSl'OAOANCR D HBnHITE ET PE STIELTJES. 

\oiis voyez qu'on iroine 

,,.,,.,--, ..[s„(?l^)-s„(f)|. 

On a aussi, lorsque n esl pair, 
ce qui donne 

Pour II impair, l'égalilé analogue étant 

le résnllat est moins simple. 

Perme liez-moi de vous demander si l'on a remarqué les e.\[)res- 
sions asjmplotiques suivantes : 



Kilos mettent en 



sont des quantités positives lorsque X varie de zéro à l'unité et ont 
un seul masirauiii pour x ^ - - 

Et maintenant, cher AnS, veuillez entr'ouvrir la porte qui donne 
i:ccès aux confidences, ne pouvant me retenir de vous conter 
mon histoire. 

J'ai un article à envoyer en Amérique; je n'ai pas le courage de 
chercher dans mes souvenirs ; les valeurs asjmptotiques de S„{.r) 
que j'ai à ma disposition feraient bien mon affaire, si mon résultat 
n'a pas été déjà donné. En comptant, mon cher Ami, sur votre 
érudition autant que sur votre obligeance, je vous prie de me 
croire toujours votre bien sincèrement et aflectueuseinent dévoué. 
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STŒLTJ/-:S A HERMITE. 



Cher Mo\sii:uu, 

Sur la question de ia valeur asyniptotique des polynômes de 
BernouUi je dois vous signaler un article de M. Appell : Nou- 
i-el/es Annales de mathémaliques (3" série, t. VI, année 1887, 
p. 547)- Après la publication de mon Mémoire sur le dévelop- 
pemenl de logr{a) (1889), M, Appell m'a écrit une lettre pour 
appeler mon attention sur son travail que j'aurais dû ciler à lu 
dernière page du mien; mais ie mal était fait. Vous verrez que 
M, Appell obtient les formules 



où t«„ et t.i„+\ tendent vers zéro a\ee - , et cela pour toute valeur 
réelle ou imaginaire de x, à l'exception seulement des valeurs 
entières o, ±\, ± a, ... Cela est d'abord un peu surprenant; 
cependant c'est parfaitement vrai, eoinme cela résulte du raison- 
nement développé par M. Appell. Je crois qu'il a, lui-même, envi- 
sagé seulement les valeurs réelles, puisqu'il dit qu'on peut dédiiire 
son résultat aussi de la considération du développement trigono- 
métrique des fonctions ç. Or cela n'est vrai que tant que x eEl 
réel. En effet, supposons o <; a^ < 1 , on a 

tp„(^-(-l)=?„(3-) + 37'', ç„(^a^-i-2)=^„(3-)4-37"-^(3'^l)", 

Or ces quantités x"^ [x + 1)" sont infiniment petites et négli- 
geables par rapport à f/iix) qui croît plus rapidera.enl que la puis- 
sance /i"'™^ d'un nombre fixe. Ainsi fii(x), fn{x-\-i), ... ont ment'! 
expression asymptotique. Le développement trigonométrique sup- 
pose essentiellement x réel et compris entre o et i . On ne peut 
pas aborder de cette manière les valeurs imaginaires. 

Ce résultat, que o„ {x) croit avec n plus rapidement que la puis- 
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COBRRSPOKDANCE D HERHITE I 



sance n'^'^' d'un nombre fixe quelconque (si grand qu'on voudrait 
le prendre) intervient fâcheusement si Ton se propose le problème 
suivant : Soit 



G(«)=2»"'" 



une fonction entière; la série étant toujours convergente, on 
demande de déterminer une seconde fonction entière H{x) telle 
que 

H(^ + ,)-H(;^)^G(^), 

Si la série 

(a) ^a.-fA^) 

était convergente on pourrait la prendre immédiatement pourH(a:) 
et la question serait résolue. Mais, à cause de la circonstance men- 
tionnée, la série (2) n'est pas toujours convergente et l'est même 
seulement dans des cas exceptionnels. C'est pour cela que lu 
solution de la question posée n'est pas si simple; M. Gulchard 
l'a résolue complètement dans un beau mémoire. Récemment 
M. Appell est revenu sur celte question dans le journal de Jordan : 
il a modifié un peu la méthode de M. Guichard, Au fond la solu- 
tion revient à ceci, que, au lieu de (a), on prend 

(3) H(^)=2«4?"(^)-R.(^'!, 

où les R« admettent la période 1 et sont choisis tels que la série (3) 
est convergente en même temps que (i). Toute la difficulté réside 
dans le choix de ces R«(^) qui peut se faire encore d'une infinité 
de manières. En étudiant les Mémoires cités, j'ai cru qu'on pou- 
vait le faire bien plus simplement que MM. Guichard et Appell et 
je soupçonne fort qu'il suffit de prendre pour R„(^) la somme 
des n premiers termes du développement trî go no m étriqué de 
<pn{ic). Mais, jusqu'à présent, le temps m'a manqué pour déve- 
lopper ridée qui s'était présentée à moi à cette occasion. Vous 
voyez que la question est intéressante et rappelle les procédés 
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LETTRE 374, 

lie M. Miltag-Leffler pour former des 
des discontinuités données. 



Veuillez bien accepter les ineillei 
part de votre aireclueusement dévo 



IJ ERMITE A STIELTJES. 



M<>_v ciiiR Ami, 

Vous m'avez rendu, oetle fois comme tant d'autres, un service 
dont j'ai grandement le devoir de vous remercier, en me donnant 
d'une manière si claire les résultats (|ue M. Appell a obtenus sur 
les polynômes ■-^■ia+\{x) et ■^■i,i{x). Us ne di^Fère^t pas, dans le 
fond, de mon résultat, puisque l'on a, asympiotiqueaient, 



mais, ce que je n avais pas vu, ce que vous m avez appris, c est 
que (p„{a7+i), i:p„(x + 2), ... ont même valeur asymptotique 
que <p(iK). Reste cependant la supposition de x imaginaire : c'est 
un cas très intéressant à étudier, et je me ferai un plaisir de lire, 
sur ce point, le Mémoire de M. Appell. Quelle cliose importante 
aussi, que cette application de l'idée profonde, de rendre conver- 
gente, en choisissant comme il faut la quantité R„{a:), la sérii- 
^(^H [»/.(■'') — R„(j?)]?Je ne cesserai de vous tourmenter jusqu'à 
ce que vous ayez simplifié l'analyse de M. Appell, en suivant l'idée 
lieureuse qui vous est venue de vous servir du développement tri- 
^onométrique des polynômes Oh(^)- On trouve ce développement 
plus facilement que Raabe (Crelle, t. â% p. 348), si l'on cherciic 
à développer par la formule de Fourier e"" pour xl> o et <. i, 
a restant quelconque. II vient ainsi 
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3l8 CORRESPOND ANGE D HERSITE ET DE STIELTJES. 

Cela étant, j'isole le terme qui correspond à n^o, qui est - 
et j'obtiens 

("=i,s,3,,..). 
Mais on a 

et 

1 T _ i Iîi , 1 -[)'"-' H,„ „,^_| 

et il suffit de développer les fractions ~ — , > ~rT~, — T~i' '" 
suivant les puissances de a pour arriver aux expressions 
S„„( 









Reste à réduire cette dernière formule, ce qui se^fait en multi- 
pliant par 1 .2. . .(am-f- i) et emploj'ant la valeur asjmploLique 

i.a...(am-!-ii _ B,„+, 

Mais ces développements, si élégants, sont frappés de malédic- 
tion ; leurs dérivées d'ordre 2 m + i et 2 m -f- 2 sont des séries qui 
n'ont aucun sens. L'Analyse retire d'une main ce qu'elle donne de 
l'autre. Je me détourne avec effroi et horreur de cette plaie lamen- 
table des fonctions continues qui n'ont point de dérivées et je 
viens vous féliciter bien vivement de votre merveilleux dévelop- 
pement en fraction continue de l'intégrale / -— ^ — T"^ ^"^ '^^• 

Vous dites qu'elle s'exprime sans doute par Dalogr((3); ce serait 
une chose non impossible certainement, mais bien extraordinaire, 



dbyGOOgIC 



LETTRE 375. 3l9 

si vous parveniez par celle voie à une formule qui subsisterait dans 
loute l'étendue des valeurs réelles. Donnez-moi, mon cher Ami, 
de votre génie, je vous donnerai en échange de ma paresse, et je 
vous propose cet échange afin que vous ne fassiez pas de troji 
grands efforts de travail et que vous vous reposiez autant qu'il est 
nécessaire. J'excède la mesure, hélas! et, surtout quand le temps 
est à l'orage, je ne fais que rêvasser ou dormir. Dans huit jours je 
serai en Lorraine pour une semaine, étant appelé pour une affaire 
de famille; de Flanville je vous écrirai en sollicitant votre conseil 
au sujet des nombres de BernouUi qui me donnent le sujet d'un 
médiocre article. 

Recevez, en attendant, l'assurance de mon affection la plus 
dévouée. 

375. — STIELTJES A HERMITE. 



Cher Monsieur, 

J'ai bien de la peine à croire que ce n'est pas ;'l vous que je 
doive, pour la plus grande partie, la nouvelle distinction que vous 
m'annoncez ('). Si ce n'est pas directement, au moins indirec- 
tement, par le rapport sur meg travaux que vous avez fait l'année 
dernière lorsqu'il s'agissait de présenter des candidats à la place 
laissée vacante par la mort d'Ossian Bonnet. Je suis ainsi fait; 
j'ai le sentijnent très net que tout cela est bien au delà de jnon 
mérite. 

Je travaille toujours à mon Méumire sur les fractions continues 
qui avance doucement. Ma santé est assez bonne; cependant j'ai 
ressenti les premiers symptùmes de la maladie de vessie qui m'a 
tant fait soull'rir l'année dernière. Heureusement un repos absolu 
pendant quelques jours a suffi pour les faire disparaître. 

Je vais vous imiter maintenant en parlant de choses de pas bien 
hante volée. Vous savez que Binet s'est proposé de rejnplacer la 



( ' ) liole dei éditeurs. — Il manque cflrlainement u 
l.iquclle il annonce à StiolLjcs que l'Académie vient de 
d'Ormoj. 
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INCE DHERHITE ET DE STIEI.TJES, 

série de Stirling, 

i<^,^_^ ^\ : . ^:' 

|tar un développement convergent, et il a obtenu celle expression 

„=-L ,£=- «=-îl ^ ^ — «= Hi» 

^ Lio' ' îo' ' 168' ^ " 14' ^ 720 ■ 

La série est convergente pour 2 > o et mèuie pour 3 ^ o si l'on 
multiplie d'abord par s. 

Je remarque que tous les coefficients «3, «4, ... sont positifs. En 
eti'el, en changeante; en i ^ j^ on a 



iJonc aussi 



'""=.(' (■^" ^)^f'-^)?'^)''^. 



^(:r) = <9.-T)(^--^}{.\-^)..jn.^ ,--3-, 

Or poura^< - on a 

rt - I -x>n — -i^:r, 

donc cp(x}>o; pourx;>--,au contraire, »(j?)<;o. Ainsi, le 
produit (- — x) a(x) est constamment > o; donc a„ > o. Cela 
étant, je dis que la série 



est absolument convergente pour toute valeur z ^ a -\- bi dont la 
partie réelle a est positive. En effet, il est clair c|uo pour z-—-a--'r bi\ 
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i termes positifs et plus petits que les termes oorrespondanls 



qui est convergente. 

On en conclut facilement que la série de Binet représente J(:) 
pour toute valeur de 3 dont la partie réelie est ^ o. 

J'ai certaines raisons pour croire qu'il existe pour i(z) un déve- 
loppement analogue à la série de Binet 

où P„(3) est un polynôme en 3 tel que les racines de P„ (a) sont^o 
et qui représenterait J(3) dans tout le plan, excepté la coupure 
de o à — 00. Mais je ne vois pas comment obtenir ce dévelop- 
pement dont l'existence me parait très probable. 

Tout à l'heure je me propose d'aller à la Bibliothèque pour voir 
la composition de la Commission pour le Prix Petit d'Ormoj. 

Veuillez bien accepter, cher monsieur, la nouvelle assurance de 
mes sentiments affectueux et reconnaissants. Je regrette beaucoup 
que des affaires sérieuses vous empêchent de penser à l'vVnalj'so 
en ce moment. 

376, — HEIiMlTE A STIELTJES. 

Paria, a5 juiu iP()î. 
MoS CHF.R AmJ, 

L'exteuslon (jue vous aveu donnée à la formule de Binet 
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3aa CORRESPONDANCE b'hehmite et de stieltjes. 

m'a causé un véritable plaisir. Vous lui donnez ainsi une iinpor- 
lance que je n'étais pas disposé a lui reconnaître, ayant eu jusqu'ici 
le très grand tort de la dédaigner à cause de sa convergence déplo- 
rablemenl lente. Mais vous soulevez une question qui m'intéresse 
à un bien plus haut degré, la représentation de -((s) par une série 
rationnelle ^ p dans tout le plan, moins la partie négative de 
l'axe des abscisses ! Si, comme je l'espère et serais bien content de 
l'apprendre, le repos vous a débarrassé de vos récentes souffrances, 
je viens vous prier de ne point l'abandonner. 

Comment comprenez-vous, d'une manière générale, un mode 
d'expression par une série rationnelle, comportant une coupure, 
avec des différences finies, à une distance infiniment petite aux 
deux bords? Je ne vous caclie point, je vous avouerai, que j'ai des 
doutes et, ne pouvant faire l'effort nécessaire, j'attends vos lumières 
pour les dissiper. 

La fatigue ordinaire à la fin de l'année me confine de plus en 
plus dans ce que saint François de Sales appelle les basses vallées 
de l'humilité. Permettez-moi de vous en dire un mot pour le cas 
où vous aurez à enseigner l'application aux fonctions elliptiques 
du théorème de M. Mittag-Leffler, que j'ai très mal donnée dans 
mon Cours, page aSg de la dernière édition. Au lieu de la fraction 

'^-v — ~) 

7L(x)=^ — j- — -- — -—. — -i il vaut beaucoup mieux considérer celle 

x(' ") 

de Jacobi : Z{x) = — ~ , en faisant toujours a = 2K.eti' = 2iK' 
afin d'éviter l'embarras d'isoler le pôle x^ o. Cela étant, le point 
essentiel est de démontrer la convergence de la série 

2(:r..^it::7;7 ............. 

voici comment je l'ai traité dans ma dernière leçon. 

On peut poser x~ -^— — art-i- [it, a et fJ cLanl réels; lu 

terme général devient ainsi r— - — -^ — . , ce qui permet 

d'admettre que a et p soient positifs et moindres que l'unité. 
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LETTHE 376. 

Considérant, enfin, l'expression plus simple 



el me bornant au cas oi'i m et n sont positifs, j'cn\isagc la surface 

dont l'ordonnée décroît cjuand x nx, y augmentent. Soit z„i^„ sa 
valeur pour X ^ ni, y -^ n; le plan mené perpendiculairement à 
son extrémité rencontre les ordonnées s^^n.i, ^m^i,,,, z^_,_„_, au- 
dessous de la surface et détermine un parallélépipède rectangle ayant 
pour base un carré égal à l'unité sur le plan des xy. Le volume est 
donc ;s„^,i et l'on voit que la somme ^ Zm,a étendue aux valeurs 
m = i,2,3,..., /i ^ ] , 2, .3, . , . a pour limite supérieure l'inté- 
grale 



Elle est donc finie; en remarquant que, d'après le théorème de 
Cauchy, les sommes ^^m,* {m^i, 2, ., .), \ Za^„{/> =: 1,2, . ..) 
ont pour limites supérieures les intégrales simples 

et 



on achève d'établir que la somme double est finie. En changeant 
ensuite m en — wi on a la quantité 

qui a la même forme, car m partant de l'unité on peut changer m 
en I + m, poser 1 — a =; a' qui sera positif comme a, etc. 

Maintenant, une observation qui n'est peut-être pas inutile. 
Ayant obtenu la relation 
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334 CORBESPOKDANCE D HESHIIB ET DE STIELTJES. 

OÙ je fais p = ma — nb, j'en conclus, en intégrant ; 

partir de ^ = o, 



=2? 



J'ai représenté aK. et 2iK' par « et 6; on a donc, en faisant suc- 
cessivement X ^a^Xx^h, 



ZU' '{a-pY\ "' ^A.P^ l 



b -Pf\7 

Les seconds termes, diins les deux sommes, se déduisant du 
premier parle changement de m en m-\-\ et de h en « + t. J'ai 
vainement jusqu'ici clierché à obtenir ce résultai d'une manière 
directe, et souvent j'en ai eu besoin. 

Dans l'espérance que vous me donnerez bientôt de \os nou- 
velles et en vous priant de croire toujours à mon affection la plus 
dévouée. 



- STIELTJES A HEBMITE. 



Cher Moksieor, 

Je sens le besoin de vous répéter encore comment j'ai été touché 
par votre accueil si amical pendant mon dernier séjour à Paris. 
C'est par petites étapes que j'ai fait le vojage pour revenir ici, en 
sorte que je ne me suis pas trop fatigué. J'ai retrouvé ma famille 
en bonne santé et je suis heureux d'apprendre qu'à Paris tout 
rentre dans l'ordre maintenant. Vraiment ce peuple de Paris est 
extraordinaire; mais aussi les écrivains modernes ont trop pris le 
parti de l'exalter. Au xvi* siècle Rabelais disait : u ... Car le 
peuple de Paris est tant sol, tant badault et tant inepte de nature, 
que ung basteleur, ung porteur de rogualons, un mulet avecques 
ces cymbales, un vielleux au myllieu d'un carrefour, assemblera 
plus de gens que ne ferajt ung b^ prescheur évangélicque, » 3e 
ne vois pas d'auteur moderne qui oserait s'exprimer ainsi, vojez 
V. Hugo! 
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Maintenant deux mots encore sur les relations 

Soil, pour abréger, — =(m, «); la première relation s'écrit 

S =2 ['"*' n)-(m + i,n)] = o (m, « = o, ± i , ± a, ± 3, . . . )■ 

A cause de la convergence absolue, il est permis de rassembler 
d'abord les termes pour lesquels n a une valeur fixe et d'écrire 



=2^.. 



l, = '^l(m,„)-(. 



Or, cela veut dire, p cl q étant des nombres positifs croissant 
au delà de toute limite. 



<„=lim2 [('">'«)-('" 



c'est-à-dire ^„ est la limite de 

l-/>, «) + (-/:' + !,") + (-/' + 2. ") + ■■■+ !?.«) 

- (-P -H,, 71) -(-/.-h s, «)-...-(î, «)-(?-.,«), 

c'est-à-dire la limite de +( — p> n) — {fj-h\,n) pouryj = :o, 
j = oo; donc ^„= o et puis S =^ o. c. q. f. d. 

Je me rappellerai toujours la soirée du 4 juillet; que! dommage 
qu'elle ait été troublée ainsi. Je pars aujourd'hui même pour 
Bagnères-de-Bigorre. 

Veuillez bien me croire toujours votre très dévoué. 
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CORRESPONDANCE I> HURMITE ET DE STIELTJES. 



- IlERMITE A STIELTJES. 



Mos CHER Ami, 

J'ai été, il y a bien des années, à Bagnères-de-Bigorre, j'en ai 
gardé bon souvenir, el j'espère que vous y serez dans les meil- 
leures conditions sous le rapport dn cliinal et de la beauté du 
pays. Vous voudrez bien, je pense, me donner de vos nouvelles 
avant mon départ de Paris qui n'aura pas lieu avant le 6 ou le 7 du 
mois prochain, à cause du mariage de ma petitc-fille, auquel nous 
devons naturellement assister. Quel dommage que les troubles du 
quartier m'aient privé du plaisir de vous la faire connaître ainsi que 
son futur, M. Petit, agrégé d'histoire, professeur à l'École Monge! 
La réunion, manquée par suite des événements, a eu lieu hier, et 
vous y avez été remplacé par un de vos admirateurs enthousiastes, 
M. Matyàs Lerch, qui est venu de Prague voir les mathématiciens 
français après avoir rendu visite aux iUlemands à Wurzbourg et à 
Bonn, en devant ensuite poursuivre son voyage à Liège et à Gand, 
chez les Belges. Il est extrêmement ingénieux, et je fais grand cas 
de son talent qui s'est exercé sur beaucoup de sujets, entre autres 
sur les intégrales eulériennes. Voici un résultat dont il m'a derniè- 
rement donné communication et qui, peut-être, vous intéressera. 
11 obtient cette formule 



logr(«-i-a)-t-"-«iog«. 



:/' 



-(«-0'- 



qui suppose o-<«<; 1 et «>-o. Dans le cas de n= -t elle devient 



logr/«-i- M ^,i — u\q^u— ^log-n 



Mais, malheureusement, au moins pour moi, l'intégrale du 
second membre ne fait nullement reconnaître ce qu'on doit trouver 
en changeant ?/ en « -f- i . 
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Vous me citez,, mon cher Ami, un texte de Rabelais qui est une 
protestation contre J'inepte orgueil de la Ville-Lumière, la Ville- 
Pensée, etc.; pernieltez-moi une citation d'un article tout récent 
de M. Lavisse, qui est intitulé Le quartier latin et qui concerne 
l'état d'esprit, l'état moral de nos étudiants : <( Cette jeunesse est 
en train de devenir inconsciente de l'immoralité en littérature. . . , 
On assiste à une réunion, à un banquet, à une fête. Ces jeunes gens 
y parlent, et ils aiment qu'on leur parle sérieusement. Puis, tout à 
coup, l'un d'eux se met au piano, et les voilà qui chantent des 
chansons à faire rougir les singes, sans se soucier ni de la qualité, 
ni de la profession, ni de l'âge de leurs invités qui les écoutent » 

Kn attendant, mon cher ami, avec impatience, des nouvelles de 
voire santé dans votre séjour aux Pyrénées et vous remerciant 
bien de votre démonstration des égalités 



veuillez croire toujours à mon affection la plus sincère et la plu 
dévouée. 



- HEmilTE A STIËLTJES. 



■ pour y 



Je serai demain à Flanville oii il me larde d'à 
prendre un repos dont je sens extrêmement le besoin. Ce n'est pas 
un beau et riant pays comme les Pyrénées. La contrée est plate et 
monotone; partout des lombes multipliées y rappellent les tristes 
souvenirs de la guerre; mais j'y suis en famille, loin de Paris, et 
je m'y régale de paix, de tranquillité et de bon air. J'emporte avec 
moi un paquet de vos lettres d'il y a longtemps, de 1888, avec 
l'intention de ressaisir les questions qui nous occupaient dans ce 
temps et dont il ne me reste plus qu'un bien faible souvenir. 
Sans doute il me faudra recourir à votre bonne obligeance, si, 
comme je l'espère, vous avez pu vous-même vous remettre au 
travail, aGn de combler les lacunes de ma mémoire, retrouver et 
réunir mes idées, disjccii membra poctœ. J'ai été distrait du tra- 
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vail par des circonstances de famille : le mariage d'une de mes 
petites-filles avec un professeur de l'Université, M. Charles Petit, 
qui a eu lieu samedi dernier à Sainl-Thomas-d'Âquin, et aussi 
par le malheur d'un de mes neveux, M, Henry Bertrand, le fils 
aîné de M. Alexandre Bertrand, qui a pei'du une charmante enfant, 
enlevée à l'âge de 5 ans par une méningite. Les préoccupations 
causées par ce concours de choses, les unes heureuses, les autres 
funestes, m'ont tellement éloigné de l'Analyse que je n'ai pu et 
que je ne puis encore retrouver ce dont vous m'avez parlé au 
sujet des intégrales ayant des lignes de discontinuité. Je crois me 
souvenir que vous les considérez sous la forme / frf'}, la fonc- 
tion ^ jouant le principal rôle, de sorte que votre point de vue 
n'a aucun rapport avec ce que j'ai fait autrefois; mais tout m'échappe 
absolument, malgré l'intérêt de la question; rien ne me reste de 
ce que vous m'en avez dit, et j'aurais grand plaisir, cette fois 
comme bien d'autres, à suivre la voie que vous avez ou\erle, si 
vous voulez bien me mettre dans le chemin. 

Dans une prochaine lettre je vous demanderai aussi votre avis 
au sujet d'un point du beau travail de M. Weierstrass sur la nou- 
velle fonction p{^). Dans les dernières pages, la forme normale 
de l'intégrale de troisième espèce y est donnée par l'expression 

/— ■ ■ — ", — . rfj?, sans fixer d'une manière précise la limite 
inférieure. Il m'a semblé qu'il y aurait avantage ;i adopter la quan- 
tité / ■ . ^ , , d:p, qui conduit pour l'addition des arguments 

à un théorème fort simple. Qtielle chose singulière et remarquable 
que p{x) soit l'origine de tant de relations analytiques imprévues, 
qui justifient si complètement son introduction comme un élé- 
ment indispensable, ayant son rôle propre et distinct des trans- 
cendantes sna;, cn.r, dnj7. Mais je ne puis croire avec Halphen 
que ces anciens éléments doivent céder la place au nouveau venu 
et que les belles relations auxquelles ils conduisent n'aient plus, 
ainsi qu'il le dit dans son premier Volume, qu'une importance 
historique. Je me sens aussi gêné, mais sans doute à tort, que les 
racines de l'équation p(^x)^o se dérobent; jamais il n'en est 
question, il semble qu'on veuille à tout prix les fuir. 

En espérant, mon cher ami, que la magistrature vous aura laissé 
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en paix, que vous ne prononcerez pas sur le sorlde vos concitoyens 
criminels et coupables ('), et que vous êtes heureusement installé 
à Bagnèrcs-de-Bigorre, veuillez recevoir la nouvelle assurance de 
mon affection entièrement dévouée. 



380. — STIELTJES A IIERMITE. 
llagncres-de-Bigorre, rue Hiiute-du-Pouey, lî août iSyî. 

Cher Monsieur, 

J'ai appris avec regret que la joie que vous a dû causer le 
mariage de votre petite-fille n'a pas été sans mélange et que M. Ber- 
trand a perdu sa fille à la suite d'une méningite. C'est une bien 
terrible maladie et la guérison est presque autant à craindre qu'une 
issue fatale. Une de mes connaissances a un fils de douze ou treize 
ans qui, à la suite d'une méningite, est resté complètement sans rai- 
son; c'est à peine s'il sait dire quelques mots et se servir de ses mains. 

Grâce à un certificat du médecin, j'ai pu m'excuser pour le jury 
de la Cour d'assises, et nous sommes ici aussi bien que possible. 
Mais je dois vous avouer que je n'ai pas encore repris le travail ; 
je suis rigoureusement le régime que m'a prescrit M. Daremberg; 
mon appétit s'est réveillé un peu, et, grâce à une certaine poudre 
de viande, j'espère arriver à augmenter de poids. C'est là ce que 
je n'ai pu faire jusqu'ici, et, en arrivant à Bagnèrcs, j'ai constaté 
que je pesais un peu moins qu'au commencement de l'année. 

Je ne vous parlerai donc ni des intégrales / <sdif, ni de la fonc- 
tion p et des intégrales de troisième espèce, mais j'essaierai de me 
retrouver un peu dans le second sujet. Pour moi, la fonction p{u) 
est une fonction doublement périodique du second ordfc dont les 
deux infinis se confondent et sont « = o. Siy(«) est une fonction 
de cette nature, la plus générale est 



(') Note des éditeurs. — Il doit manquer une lettre de Stieltjes 
çait qu'il faisait parlic du Jury. 
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C el C ëlanl des constantes. Pour avoir ja on a déterminé le 
rapport C : C par la condition que dans l'expression 

■""" F'(«)^=«F(H)M-iF(«)'+cF(M)+rf, 

= 0. De cette façon, comme vous le remarquez, les racines de 
jj((i)^=o se dérobent et deviennent des fonctions transcendantes 
fort compliquées et non étudiées des périodes. 

Mais j'oublie que je n'ai pas besoin de vous dire ces choses, j'ad- 
mire votre courage d'entreprendre l'étude de p(u) el des relations 
analytiques auxquelles elle donne lieu. Un de ces jours, je recom- 
mencerai à travailler un peu; je relirai d'abord ce que j'ai rédigé 
sur les fractions continues, puis je pousserai plus loin ce travail. 
En même temps je me propose de réfléchir sur les nombres algé- 
briques. Dernièrement, à Paris, il m'est venu une idée sur ce sujet, 
el, quoique je n'aie pas grand espoir qu'elle mènera à un résultat, je 
dois, par acquit de conscience, examiner ce sujet. 

J'espère, cher monsieur, que je continuerai à recevoir de bonnes 
nouvelles de vous, et que, dans la suite, je pourrai vous écrire des 
choses plus intéressantes. 

Veuillez bien accepter la nouvelle assurance de mes sentiments 
d'aficctueux dévouement. 



381. — tIERMITE A STIELTJES. 

Hanville, par Noiseville (Lorraine), îS août i8(jî. 

Mon cHEii Ami, 

J'avais espéré, en an-ivant en Lorraine, me remettre au travail 
et prendre courage à l'ouvrage; mais jamais je ne me suis senti 
plus éloigné des mathématiques. Tout mon temps se passe à ne r'en 
faire, ou bien à lire, ce qui revient au même; je ne puis môme me 
décider à étudier les formules et propositions pour l'emploi de la 
théorie des fonctions elliptiques de M. Weierstrass, que j'ai 
emportées dans celte intention. Dans cette situation d'esprit, en me 
laissant aller à la rêverie, je me suis souvenu avoir autrefois songé 
aux fonctions de deux variables qui restent toujours de même 
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Signe pour Loutes les valeurs réelles. Permettez-moi de vous indi- 
quer un type analytique de ce genre d'expressions, qui est donné 
par la quantité ^ — - — JSU. en supposant que f^x) varie dans le 
même sens que x. Il est clair que, si cette fonction croît avec la 
variable entre deux limites quelconques ^ = « et ar = 6, la frac- 
lion considérée sera positive pour toutes les valeurs de x et ^, 
à l'intérieur du rectangle que je figure, EFGH, compris entre les 




droites x = a, x^^ h d'une part, y =^a, y = b de l'autre. El il 
en sera de même iiour la somme ■ ' — ZllXl ^ Zli — J^yy ). -[-... 
d'un nombre fini ou infini de termes 7 ■ ' -■ ■'^^' . 

Je demande maintenant si tout polynôme entier F(^, y) positif 
à l'intérieur de ce rectangle peut se mettre sous une telle forme; 
mais j'en doute beaucoup et, après avoir quelque peu songé à cher- 
cher une méthode d'exhaustion pour y parvenir, j'ai renoncé à ma 
tentative : telum imbetle sine ictti. 

Je désirerais vivement apprendre que vous vous êtes mis à rédiger 
ces recherches sur les fractions continues qui contiennent tant de 
beaux résultats et auxquelles je me suis vivement intéressé, non 
seulement par affection pour les fractions continues, mais pour 
être assuré que le régime de M. Darcmhcrg et le bon air des Pyré- 
nées vous ont rendu votre activité mathématique. C'est avec le 
plus grand plaisir que je lirai et étudierai ce que vous aurez écrit 
sur celte théorie que vos découvertes ont agrandie et transformée, 
et qui ne vous doit pas moins que celle de !ogr(^), que les poly- 
nômes de Legendre et autres encore. 

Avec tous mes vœux, mon cher ami, pour que la bonne santé 
et les forces vous reviennent, et en vous renouvelant l'assurance 
de mon bien sincère et bien affectueux atlachement. 
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382. — HERMITE A STIELTJES. 

{Carte postale.) 

Flanville (Lorraine), 17 août .%3. 
Soit cp(^,jr) = (^ — «)(^ — ^){y — '^){y -~ ^■') '■ l'expression 
d'une fonction de deux variables, posilivc à l'intérieur du rec- 
tangle est la somme ^.— — - — "^ - y"(;g, j'), les fonctions y(^) 
variant dans le même sens, les entiers n étant arbitraires. On pour- 
rail prendre encore des fonctions entières à coefficients positifs des 



Cher Moi 



- STIELTJES A IIERMITE. 

Bagnères-de-Bigorre, îq aoùi ii 



Je n'ai pas été plus vaillant que vous et je n'ose pas encore 
aborder des questions nouvelles. Cependant, puisque vous m'en 
donnez la permission, je vous enverrai prochainement quelques 
fragments sur les fractions continues. Quant à la question que 
vous soulevez dans votre dernière lettre, j'ai seulement remarqué 
qu'on peut vérifier immédiatement si, oui ou non, un polynôme 
V{x,y) peut se mettre sous k forme _ ' c'est-à-dire 

si [x — y)¥{x, y) est de la forme /(x) — f{y)- Cela n'arrive 
évidemment que dans des cas très particuliers. Mais avec vous, je 
crois qu'il faut abandonner la question; peut-être n'ai-je pas com- 
pris très bien voire intention. 

Dans cette pénurie matbématique, j'ai consulté mes notes et j y 
ai trouvé la remarque suivante : 

Si, pour toutes les valeurs positives de «et ponrnt^o, 1,2, 3, ... 
l'intégrale 



=/■' 



e-'^^tf(x)dx 
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a une valeur positù-e (ou nulle), alors la fonclion f(x) (supposée 
continue) ne peut pas devenir négative enlre a: ^ o et ^' = oo. 
Soit en effet c un nombre positif quelconque : je vais montrer 

Je pose a^ - et je considère l'intégrale 

^»©"'(-:'")=/'(^"')"^<"'"''^»- 

D'après l'hypotlièse, cette expression est positive (ou nulle) pour 
/i:=o, 1, 2, 3, ..., donc, si pour « = ocelle tend vers une limite (ce 
qui est le cas comme on le verra), cette limite est nécessairement 
positive (ou nulle). 

La fonclion y=-e '■'est toujours positive, plus petite que i , 
excepté pour ar = c; alorsy est maximum ^^ i . Pour n très grand, 
j" est donc sensiblement mille, excepté dans le voisinage immé- 
diat de a: = c. Il s'ensuit qu'on peut remplacer sensiblement l'in- 
légrale par 

S étant un nombre positif très petit. Pour a? = c(i 4- h), on a sen- 
siblement 

puisque u reste petit. Ainsi 

/ni ^ y-^ix)dx = >/n j e ■'"" •f (c + eu) c du 

La limite pour /î = ce est donc 
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et puisque cette limite est positive ou nulle, j'en conclus 

<t{c)>0 C. Q. F. D, 

Vous \oyez que j'ai siraplemeiil emplojc la méthode de Lapiace 
pour évaluer avec approximation, pour n très grand, l'intégrale 
considérée. Ou peut rendre le raisonnement absolument rigoureux; 
ce n'est pas bien difficile, mais un peu long à exposer. La conclu- 
sion subsiste si l'on sait seulement que 1(«, n) est ^o pour toutes 
les valeurs entières de n au-dessus d'une limite fixe, et pour toutes 
les valeurs de a au-dessus d'un nombre fixe. 

J'avais imaginé cette proposition en \ue d'une application à la 
théorie de la fonction Y; mais j'y ai rencontré une autre difficulté 
qu'il faudra examiner encore de plus près. 

Veuillez bien me croire toujours, ciiei' monsieur, votre affec- 
tueusement dévoué. 



384. — HERMITE A STIELTJES, 

Flanville, par Noiseville (Lorraiae), g sepleiubre i8j|3. 

Mon cheu Ami, 

Je ne réussis pas à secouer ma torpeur; je reste enlise dans une 
extrême paresse ; maïs je n'ai pu voir sans admiration votre métbode 
pour établir que la condition / x" e~°^ a {x) dx "^ o pour 

y( =3 1 , 2, 3, ... entraîne que f{x) ne peut devenir négative entre 
a; = o Glx = 00. Vous aurez évidemment un résultat tout pareil pour 
l'intégrale double / / x" y'"e~°'^~''}''f{x^ y) dx dy qui se 

démontrera de même ; serait-il aussi susceptible d'application 
comme celle que vous aviez en vue pour la fonction F et que je 
serais bien curieux de connaître. 

Je répondrai à vos recherches profondes et pleines d'invention 
par des remarques d'écolier que \oici : 

On a identiquement 
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sji'on iiose A=: , ■ ■ ■> B^ -, ^ et de là résulte la transformation 

• h — a b — a 

du polynôme F(a^) = (a; — ^) (^ — g"')- ■ ■ en une fonction homo- 
gène de a; — «été — x. Changeons g successivement en ^ , s" ■•■ 
et désignons par A', B', A", B", etc., les valeurs correspondantes 
des quantités A et B, on aura l'expression suivante : 

F(^) = tA(;^-^)-l-B(6-ar)][A'(^-«)+B'(i-r)].... 

Ceci posé, admettons qu'on ait « < 6 et que g, g', ^' , etc., soient 
en dehors de l'intervalle « ... 6; les constantes A, A', A", B, B', B"... 
seront de même signe et en désignant par n le nombre des quan- 
tités g qui sont supérieures à 6, il est clair qu'on peut écrire 



F(*) = (-i)nG(^^a)"'-+G.(^ 



«)"■-'(*- 



r)-t- 



-G„{6-^)"'], 



m étant le degré du polynôme, les coefficients G, G), . .., G„ étant 
tous positifs. Il est mis ainsi en évidence que F(x) conserve le 
même signe pour les valeurs de x qui sont comprises entre a et 6. 
Pour aller plus loin et considérer le cas où F(.r) aurait des racines 
imaginaires, soit 



(^^ 



aisément 



%(x 



a)ib-x)^Ç.(b-x)\ 



Les coefficients A et G sont donc positifs et il en sera de même 
de B, sous la condition 

Considérons le cercle {u~ :K){h — ^) + j^ = o. Son centre est 




sur l'axe des :c qu'il coupe aux points A et B tels qu'on ailOA = « 
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0B=: 6. La condilion posée revient à dire que les racines o. di ifj 
sont en dehors de ce cercle. Si elle est remplie pour toutes les 
racines, la multiplication du produit des facteurs réels par les fac- 
teurs qui correspondent aux racines imaginaires conjuguées, don- 
nera un polynôme homogène en x — a et b — x dont tous les 
coefficients seront encore de même signe. Vous voyez aussi que la 
condition relative aux racines imaginaires entraîne celle qui cor- 
respond aux racines réelles g, g', g", .... 

Chemin faisant, j'ai remarqué que l'équation suivante : 

.\(a7 — a/-HB(37-a)(6-a-) + G(6 — 3-)i-hD(37-a)-HE(6 — 3-)+F=o, 

d'une forme un peu plus générale, étant supposée avoir des racines 
imaginaires, suivant que la quantité suivante 

B ( 6 -- « )= -î-(E_+D)( B — « ) + 2 F 



A — B -)- C 



sera négative ou positive, les racines seront à l'intérieur ou à l'exté- 
rieur du cercle considéré plus haut : nugœ analydcœ ! 

J'avais cru un moment que tout polynôme F {x, y) qui conserve 
le même signe sous les conditions X <,b., x'> a, eiy < b', y1> a' 
peut se mettre sous la forme 

les coefficients G étant tous de même signe; mais, d'après ce qui 
précède, il est clair qu'il faut y renoncer. 

Vous souvenez-vous que lorsque vous êtes venu à la maison, un 
mardi du commencement de juillet, des charges de cavalerie par- 
couraient le boulevard; l'émeute grondait et a empêché de venir 
ma petite-fille et son fiancé que nous attendions à dîner. N'ayant 
pu vous les présenter à cause des circonstances, permettez-moi de 
me dédommager en vous envoyant leur photographie ; 



En attendant des nouvelles de votre station pyrénéenne et en 
vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de mon bien affec- 
tueux attachement. 
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Cher Mobsieuk, 

Depuis quelque temps d<!jà je me faisais des reprociies de ne pas 
vous avoir envoyé quelque chose sur les fractions continues comme 
je l'avais promis. Mais, quoique je ne doive pas me plaindre et que je 
me porte assez bien, je n'ai aucun goût pour le travail, et, ce travail, 
qui m'a demandé tant de réflexions, ne me disait phi s rien. Je m'ar- 
rache enfm à ma paresse et, en effet, je deviendrais trop coupable 
si je ne le faisais pasaprès votre dernière lettre. Laissez-moi donc, 
d'abord, vous remercier vivement de m'avoir envoyé celle photo- 
graphie de M. et M"^ Petit; cela a causé aussi à ma femme autant 
de plaisir qu'à moi. Je suppose que la maison qui est au fond est 
votre habitation à Flanville. 

Dans les feuilles que je vous envoie ci-joinl et que vous pouvez 
garder, il n'y a encore rien de nouveau, si ce n'est la cinquième, 
mais je vous enverrai peu à peu la suite. 

Il me serait difficile, en ce moment, de vous parler de l'applica- 
tion à la fonction F du théorème de ma dernière lettre, et je vous 
demande la permission de revenir ptiis lard sur ce sujet, lorsque je 
serai de retour à Toulouse, où sont mes notes. 

Vous vous rappelez peut-être, et vous verrez bientôt comment, 
que les fractions continues m'ont conduit à une infinité de fonc- 
tionsy(;c) (non identiquement nulles) telles que 



r- 



■"fiT)d^^:> (/t = f>, i,a, 3, ...). 



L'exemple le plus siiii[>le de ces fonctions est 

,-•..-, in (i^). 

j'ai remarqué que, si l'on remplace la limite supcrleuro par un 
nombre fixe «, on ne peut pas avoir 



X''-^<' 
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sans qu'on ail idenlJquement/{3;) = o.En efl'et, supposons /(i)>o, 
b f^'IaiK (111 nombre quelconque enlre o et a, et considérons l'inté- 
grale 



XI'- ^^] 



.A^-)'/^, 



M clanl une constante positive assez grande jiour que i — ^ 

reste positif entre o et a. 

Lorsque n est 1res grand, i est sensiblement nul 

dans tout l'intervalle (o, «), à l'exception du voisinage immédiat 
lie .r = b. Dès lors, en supposant /(6)>-o e\.f{x) continue dans 
le voisinage de ir= 6, il est clair que rintégrale sera |> o pour n 
1res grand. Or l'intégrale doit être nulle; donc on ne saurait avoir 
/(6)> o et, de la même façon, on voit que/(6) ne peut pas être 
négatif; donc/(6):= o. c. q. f. d. 

Vous voyez aussi pourquoi le raisonnement ne s'applique plus 
au cas a ^ oo, car alors il est impossible de déterminer le nombre M 
(le façon convenable. 

Je rélléchis de temps en temps sur ces fonctions paradoxales 
(c'est ainsi que je les désigne provisoirement )y(^) telles que 

j'espère arriver à démontrer qu'il existe toujours une infinité de 
fondions paradoxales qui coïncident dans l'intervalle (o, a) avec 
une fonction arbitraire donnée. 

Je m'aperçois en ce moment que le tliéorème/(^)^ o lorsque 

/ x"/{iE)clx (n^io, I, 3, . . .) pourrait se démontrer 



F(:) sera uniforme dans tout le plan, avec la coupure (o, a). Pour 
I ; I > o, V{z) peut se développer en série — + — _|_. ..; ,uais 
Ci = o; donc F(;)=o pour ]z[>a, donc F(s) partout nulle, 
même dans le voisinage immédiat de la coupure. En appliquant 
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alors vulre rosullat snr la différence des valeurs de F(^) aux deus 
colé* de la coupure, on retombe sar/(i) = o. c. q. v. d. 
Veuillez bien me croire toujours votre affectueusement dévoué. 

P. S. — Au dernier moment, je remets à demuin l'envoi de?- 
feuilles sur les fractions continues, voulant ajouter quelque chose. 

386. — STIELTJES A HERMITE. 
Bagniires-de-Bigorre, rue lIaulc-<lu-Pouey, -li septembre i%ipi. 

Cher Momsieub, 

Je continue à vous inonder de ma prose, et je n'ai pas fini, le 
cas où la série «i-l-«i + ... est divergente exigeant un siège en 
règle et des travaux d'approclie. 

J'ai réfléchi sur vos tentatives de mettre un polynôme sous une 
forme telle qu'on reconnaît immédiatement le signe qu'il a dans 
un certain intervalle, mais je n'ai pas su pousser plus loin. 

Voici une observation bien simple, qui met en évidence une 
infinité de fonctions paradoxales d'un genre particulier, 

Soit/(3;) une fonction impaire e\ périodique 

Alors l'intégrale 

Ç X" x-'-'^ /i\ogx } (ÎX 

est nulle non seulement pour n^o, t, rî, 3, i, ... mais enciiie 
j>OLir « ^1= — I, —•?., — 3, — 4; ■ ■ ■■ 

Pour s'en convaincre il suffit de remarquer que 

f ~e-'f(u)da = o, 
et d'emplojer la subslilotion 



3 toujours votre aft'ec tu eu sèment dévoué. 
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l'. S. — Le i" ocLobre, nous rentrerons à Toulouse. 
Si l'on a 

si, de plus, l'intégrale 

est nulle, ce (\\.n arrivera, par exemple, lorsque /{x.y) est im- 
paire soit par rapport à l'une des varialiles x ou y, ou bien par 
rapport à x ely simultancmenl, 

/(-^.r)=--/(^.j-) 

ou 

f{-^,-y)=-f{^,y), 

itlors l'intégrale double 

J J T'"y"ir-"''^y-""ifil'^s^,W>gy)i^!j-</y 

est nulle pour toutes les valeurs entières positives ou né^'atives 
(le m et n,f{x, y) = /sin'^7:(^ + y) pin" exemple. 

387. ~ STIELTJES A IIEIiMITE ('). 
P. S. — En écrivant la fraction continue sous la forme 



on a 

/'.,„-, = .r!"'+i"+i, 
iJu celle loUre man(|uc. 
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Pour m=: -1 :^ — i , je retrome en effet une formule éqiiiv 
lenle à celle-ci d'EiscnsLcin : 



388. — HERMTTE A STIELTJES. 

Flanville (Lorraine), 5 octobre i?i)3. 
Mon CHEIi Ah;, 

Votre travail sur les fractions continues sera l'un des plus consi- 
dérables et des plus beaux que vous ayez produits. C'est un vaste 
champ eniièrement nouveau que vous avez ouvert à l'Algèbre et 
à l'Analyse et, sans avoir pu encore suffisamment réfléchir sur tant 
de résultats que vous avez découverts, les questions se présentent 
en foule à mon esprit. J'appellerai seulement votre attention sur 
un mode de formation des réduites auquel j'ai été amené en 
m'occupant de l'approximation maximum par des polynômes X, 
X), Xj de degrés donnés de l'expression 

SX -nS'Xi + S'Xi. 

Je me suis demandé, en présence de ces merveilleuses propriétés 
que vous venez de tirer de l'expression 



où les a,i sont positifs, s'il n'y aurait pas lieu de les rechercher 
mutatis mutandis dans le domaine voisin où le hasard m'a con- 
duit et que je vais vous indiquer. 
J'opère sur les séries entières en 37, 
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(NI cléierminanL (Jeux binômes du premier dej; 
conslanles a, b tie manif;re à avoir 

l'ii désignant par S, el S, deux nouvelles série 
])re)iiières. SoIl ensuite 

S, A,-!- s; a, = Sî,r^ 

S, 6, -i-s;B|=:= s;3-% 

et continuons ce système d'opérations de raanièn 
sivcment de S et S' les séries 





Si, Sj, .-., s„_,,, 




s;, Si, ..., s;,^,. 


par 


suite, les relations 




SP + S'P' = S„+,j-»"+» 




SQ + 5'Q'=5'„4.,j-î"+- 



où P, P', <^, Q' sonl des polynômes des degrés n + i, «., n, n + i. 
On trouve aussi très facilement que l'on a 

f étant une constante; on voit enfin qu'en déterminant p c-X q de 
manière qne le terme indépendant de x disparaisse dans 1 
/>Sn^, + gS'in, et posant 

'■/' -i- Q'J = ^', l'7' -H Q'? =^ -^1, 
on a 



C'est donc un autre mode de formation des réduites et, de 

même, on peut parvenir à celles que M. Padé a considérées dans 

sa Thèse de doctoral, de manière que le degré de X surpasse de /» 

unités le degré de Xj . Soil E la partie entière de développement 

1 S' , , 

de ^) arrêtée au terme en x'" ', nous aurons 

SE — S'= S, s;'". 

Cela étant, il suffit d'appliquer Fcqnalion préc<':dcntc à S,, et S. 
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Formons ainsi les rcldUons 






on en conclut . 


aiscmonl 




Sd'a^'" -4- !■' £) - S'P' = S ,+.|r" "-'-'-~-, 




S(Q3-"4-Q'E) - S■Q' = S;;+,J,■■"t"'i-^ 


Déterminons c 


ncoi-e p etq par la condition 




S,.^,p-i-S%,q = S;,,,r, 


el soit 






\ = (l'y + Q-7).r"'+ (P'/' + Q'-/)\<-, 




X,=^I'>-+-QV/, 


nous aurons la 


relation cherchée 




SX-S'X, = S,Uij:"'*î"-î. 



L'ordre d'approxijnation maximum est obtenu awc deux polj- 
nonies des degrés m + h + i el h -j- i . 

Voulant, mon cher ami, répondre sans r<;lard à \otre appel 
amical, je \ous envoie, avec le fruit médiocre de mon médiocre 
effort de ces derniers jours mes plus \ives félicitations pour vos 
belles découvertes, avec tous mes vœux pour votre prochain séjour 
sur la terre d'Afrique. Votre g-rande activité nialhémalique me 
donne les meilleures espérances que vous êtes en pleine voie de gué- 
rison. A mon retour ù Paris, à la fin de la semaine prochaine, 
je me réserve de vous écrire plus au long. 

En attendant recelez la nouvelle assurance de mes scnllmculs 
de raft'ection la plus sincère et la plus dc\oiice. 



- HERMITE A STIELTJES. 



Me voici, à mon ^'^rand regrel, re\enu à Paris; je n'ai plus 
calme ni la tranquillité de la camjKigue et, au lieu des arbres cl t. 
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la Verdure que j'aimais à avoir sous les yeux, je n'aperçois parloiil 
que des drapeaux qui flottent aux fenêtres, drapeaux français et 
russes qui décorent la Sorbonne où, demain, nous aurons la visite 
de lamiral Avelane. 

Pendant les dernières semaines des vacances, j'ai quelque peu 
secoué la torpeur du commencement; j'ai rédigé un article pour 
m'acquitter d'un engagement que j'avais pris, et, comme précé- 
demment, je vous l'enverrai aussitôt pour que vous voyiez s'il y 
aurait lien de le reproduire dans vos Annales. Désirant vous 
fournir une occasion de m'apprendre comment vous vous trouvez 
depuis votre retour à Toulouse, je viens vous faire part d'un point 
que j'y ai traité et qui touche d'assez près à ce qui vous occupe. 
Sans pénétrer comme vous, en vainqueur, dans la théorie des frac- 
lions continues algébriques, je reste dans son voisinage en pour- 
suivant toujours /les tentatives d'extension qui me font sentir plus 
vivement que jamais la difficulté du sujet. Voici toutefois une 
remarque. 

Soient S et S' deux séries de cette forme — l- -''5 + j + - ■ ■ . on 
peut déterminer des polynômes entiers P et Q des degrés m cl 11 
par la condition que dans la quantité SP H- S'Q les termes en - . 
— ; ' ■ ■ ■ ' — :^r-T-, manquent. On aura donc, en désignant par E la 

paj'tie ciilit':re de cette expression, l'égaillé suivante 

SP-f-S'Q — E= — ^ 1 L„-H..., 

Gela étant, je considère les relations semblables où, le degré de Q 
restant fixe, le polynôme P, de degré m, devient successivement 
des degrés m 4- 1, m + 2 et fl* -f- 3. On aura donc 

SP,-i-5'Q,— K,= -.IL--^..., 

SI's-f-S'Qi— 1;.= -jj^^ +■■-> 

SPj-hS'Qj— E,= -J+„+-^ -^■■■: 

et vous allez voir que cette supposition que les [degrés de Q, Q,, 
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Q-3' Qii reslenl loiis égaux à n ouvre un rapprocliemeut. a\ec la 
tluJorle des fractions coulinues algébriques. 
Posons, en effet, 

Pa = ),I' 4- X|[',-^XoI'„ 

Kj = XE-t->,|E, -4-),jE,, 



en flesignant par (PQ.Ei) le déterminanl Q Q, Qj . ou aura 

I K l'-i Ej I 
),(PQ,E0 = (r3Qilis), ï.,(l>Q,lii) = PQ3Ei, Xi(rQiE3)=^(PQ,lîjl. 

Or, il esl, aisé d'obtenir le degré en a:^ des diïers délerininanls 
qui figurent dans ces formules. Pour un instant, je fais 

(P,Q,) = P,Q5— P,Q,, (P1Q3) = P1Q3— PiiQi. 

il est clair que l'on a 



.■■)+(PQi)(- 



et comme les degrés de (P, Q^), (PQj), (PQ,) sontrespectivemeur 
m +nH-2, m4-« + a,'«+/H-i,on arrive à ce résultai impor- 
tant que le déterminant (PQi Ea) est une simple constante. Je dis 
ensuite qu'il enest de même pour (P^QiEi); les deuï déterminants 
ont, en effet, la même composition analytique ; on passe du premier 
au second par le changement de m en ni + 1. 

J'envisage en dernier lieu (PQaEa) et {PQ1E3). On a d'abord 

(PQiEO = (PQ.)(— 'A-ÏÏ+---) 

Le dernier terme, qui est du degré le plus élevé, est simplement 
du premier degré, et, de la même manière, on prouverait qu'il en 
est pareillement de (PQi Ea). Dans l'échelle de récurrence, ). est 
donc une constante; ).), î.^ sont des binômes du premier degré. 
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Je vuisparlir avec M"'" Hcniiite pour une promenade en voitii 
ur les boiile\ ards, afin que nous ne restions pas cirangcrs à ce (| 
e passe autour de nous. 



afi'ecti 



I, cher ami, avec l'assurance de ma sincère 

390. — IIERMITE A STIEL'IVES ('). 

Paris, 4 noïci 
Mon cher Ami, 



Je vous ai déjà dit que M, Lercli est uu de vos admirateurs ; une 
lettre que je viens de recevoir m'exprime encore le même senii- 
luent pour vous en iii'apprenanl que M. Gilbert avait obtenu, 
avant que vous l'eussiez publié, l'expression du terme complémen- 
taire de la formule de Slirling par la formule 



J( 






Mais je ne crois pas que le géomètre de Louvaln en ail tiré la 
conclusion si importante et qui \ous est entièrement due, que J(n) 
est une fonction uniforme dans tout le plan, avec la partie néga- 
tive de l'axe des x pour coupure. 

J'ai été on ne peut plus content d'a])prendre que \ous avez eu 
une traversée agréable de Marseille à Alger, et que vous arrivez en 
bonne disposition pour rédiger vos découvertes sur la tliéorle des 
fractions continues algébriques. J'y prends le plus vif intérêt, avec 
le regret de ne pouvoir marcher sur vos Iraces ; mais je suis comme 
enlizé dans certaines questions que je sens la nécessité de tirer an 
clair sans cependant pouvoir croire qu'elles aient quelque inipor- 
lance. Il serait trop long de vous conter comment, par exemple, je 
suis conduit à étudier toutes les approximations maxima d'une 
fonction par la série entière des fractions dont le dénominateur est 
de degré fixe, les degrés des numérateurs prenant toutes les valeurs 
possibles, en cherchant des lois de rccunence pour les oblenir. 

( ' ) Aote des édiieiiis. — Il semble que eellt leiue soil une it;[)on5c à une Ictlii; 
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L'origine l'ea trouve drtiis un travail que j'ai envoyé ù M. Piii- 
cherle, pour répondre ù une demande qu'il m'avait faite depuis 
longtemps. Je pensais qu'il serait publié dans les Mémoires de 

Bologne et je vous avais prié de le reproduire dans 

les Annales de Toulouse; mais voilà qu'il a plu à M. l'incherle 
de changer d'idée et de l'envoyer à M. Brioschi pour les Annales 
de Milan. Mais je ne me priverai point de vous en envoyer une 
épreuve avec l'espérance d'obtenir quelques remarques de vous 
qui y trouveraient leur place à mon grand plaisir. 

Avec tous mes vœux, mon cher ami, pour que le beau soleil de 
l'Afrique vous vienne en aide pour votre santé et pour votre travail, 
et non sans envier le câline et la tranquillité de votre séjour loin de 
la vie troublée de Paris, je vous prie de croire toujours à nmn plus 
sincère et affectueux dévouement. 



- lIERMlTf A STIELTJES (i) 



Mo.^ ..i.Eii Ami, 

Je suis bien préoccupé de la nouvelle phase de l'all'ection dont 
vous souffrez, et j'attends avec impatience d'apprendre si l'ainai- 
grissement se sera arrêté sotis l'influence du climat sur laquelle je 
compte extrêmement et dont vous avez déjà ressenti le bon effet 
l'année dernière. 

Vous voulez bien me demander les épreuves de mon article des 
Annali, soyez silr qu'il n'y a personne au monde à qui je désire 
plus les communiquer qu'à vous, mais M. Brioschi ne me les a pas 
encore envoyées; aussitôt qu'elles me parviendront, elles vous 
seront expédiées. En attendant, quelques mots sur les fractions 
continues ordinaires et le point de ^ue auquel je me suis trouvé 
amené, sans en avoir aucunement tiré l'idée de mon propre fonds. 
Je crois déjà vous avoir dit que je considère l'ensemble des frac- 
tions convergeâtes dont l'un des termes, le dénominateur par 
exemple, est de degré fixe, le degré de l'autre ternie prenant toutes 

( ' ) !\'ote des édileurs. — Cette lettre est comme la précédente une ropitnse à 
une lettre perdue de Slierijes. 
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les \aleur5 possiltles. 11 esl très nécessaire de jusllfier en quelque 
manière un tel point de vue; voici ce que je puis dire. DOBlgnanl 
toujours par S, S', S|, S',, etc., des séries entières en x 



par A. cl 13 des poljnonies entiers des degrés a et />, je les déter- 
mine par \a condition 

SA-i-S'IS =x'->-'"''S,, 

à laquelle on perut toujours satisfaire et, en général, d'une seukr 
manière. Pour cela je développe le quotient -g- et j'égale à zéro, 
dans le produit -£ B, les termes en X""*"', x"'*"^, , . ., jr"'*'*, ce qui 
donne B. Le poljnoine A résulte de ce calcul; il est représenté par 
l'ensemble des ternies jusqu'en x" qui précèdent dans le même 
produit. Ceci posé, je change 6 en (>-\-i, a conser\ant la même 
valeur, on aura ainsi la nouvelle égalité 

SA,+ S'B, ^a-a+i-^'S,. 
Muliiplions la première relation par gx, la seconde par hx -+- // 

S[A^a- + A,(/(a- + A'i] =a-"+*-i-=|Si^-4-S,(/(j--i-A')|. 

Je dispose maintenant de g, h, A', d'une part en faisant dispa- 
raître le coefficient de jC+i dans le coefficient de S et ensuite par 
la condition que la série 

S, ^4- ii{hx + h') 

contienne X en facteur. Soit alors 

Ai = A„'j:4-Ai(A3- + A'), 
Bi =BA'a--f- Iîi(Ar-t- /(',), 

on obtient l'égalité 

où Aa est du degré a, et B^ du degré i + 2. Nous avons donc 
l'algorithme qui permet de former la suite indéfinie des polj- 
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nomes A et B, parmi lesquels, pour a:=b, les deux termes de \n 
fraction convergente dans la ihéorîe habituelle. 

Il vous sera bien difficile de ne point trouver celte considération 
véritablement enfantine; elle me sert néanmoins de base pour 
étendre la théorie des fractions continues et obtenir les polynômes 
A, B, C de degrés a, b, c, satisfaisant à la condition d'approxima- 
tion maximum 

J'en ai fuit l'application à un exemple 



En attendant impatiemment de vos nouvelles cl en vous priant, 
mon cher ami, de croire toujours à mon affectueux dévouement. 



392. - UERMITË A STIELTJES ( ' ). 



Mo.N cjii..Li Ami, 

Je reçois avec le plus vif plaisir les nouvelles plus favorables <|ue 
vous me donnez de votre santé; vous avez prévenu mon intention 
-et je n'attendais pour les réclamer que l'envoi des épreuves de 
Milan qui, après avoir bien tardé, m'est parvenu, mais malheu- 
reusement en un seul et unique exemplaire. Tandis qu'ici M. (jau- 
tliier-Villars en donne toujours plus qu'il est nécessaire, la parci- 
monie de l'éditeur des Annali me prive du lecteur le plus amical 
et du meilleur des juges dont je voulais par-dessus tout avoir l'avi." 

Cl Noie des éditeurs. — Cette lettre est égatemcnt iiLe iLpoiisQ a iiiio lellic 
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sur mon Lravail. J'espère cependant que ce n'est qu'un relard et 
iivoir les deux exemplaires de l'épreuve corrigée donl j'ai fait la 
demande. Vous m'avez déjà tout réconforté en regardant comme 
non inutile la considération à laquelle je me suis trouvé conduit de 
la série d'approximations maximadela fonction linéaire SP+ S'Q, 
où l'un des coefficients garde le même degré. J'en avais besoin, me 
sentant mécontent du résultat de mes recherches ; je ne puis, en 
toute vérité, y voir qu'une ébauche, n'ayant pas eu comme vous 
le bonheur de faire jaillir une source féconde de belles propositions 
qui franchissent les limites de l'Algèbre pour enrichir l'Analyse. 
Dans une addition que je vais rédiger, je mettrai votre remarque 
extrêmement intéressante sur les racines des polynômes multipli- 
cateurs X, , Xi, . , , qui donnent l'approximation maximum de la 
quantité 

envisagée par rapport aux puissances descendantes de x, E dési- 
gnant un polynôme entier, et où l'on suppose 

Elle a été accueillie avec admiration par M. Pinclierle à qui je 
l'ai communiquée, et il m'est impossible de ne pas être absolument 
de son avis. Je me permettrai de vous indiquer un point sur 
lequel je me suis rencontré avec M. Tchebichef, à qui j'en ai écrit, 
craignant de n'avoir fait que retrouver sa méthode, n'ayant pas à 
Flanville son Mémoire sur les expressions approchées linéaires par 
rapport à deux polynômes, qui a été traduit du russe dans le tome I, 
année i8-~, daBullciîn('). Sa réponse m'a rassuré en m'apprenanl 
que mon procédé est essentiellement différent ; le voici en quelques 
mots. Il s'agit d'obtenir les polynômes A et B, des degrés a et b, 
lels qu'on ait 

(i) S\ + S'B ^ 8"= a-o+ù+'S!, 

c étant une constante. J'emploie comme auxiliaires les quantités P 

( ' ) Voir Bulletin des Sciences mathémalitjues et iisli-ononiiques, î' série, t. I, 
.877, p, 383-312. 
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el Q (les degrés a oL h -|- t , pour lesquelles on a 

puis une conslante }. déLerminée par la coiiditioi 
constant rlispavaisse dans la sêi'ie S, -hÀSo- 
En posant 



lî, = li-HÀQ, 



S,-- S,- 



on ohllent ainsi deux noineaux polynômes de degrés « et 6 + [ 
(|iii satisfont à la condition sejnblable 

SAi -H S' Fï, -+-03° = x"+'- < ! S~. 
Cela étant, soient E et E, les parties entières jusqu'aux termes 
en a;", des deux séries — t^ et — -^j on a les éealilés 



Sli.-i-S'- 



■-'Si, 
-'S„. 



En les prenant pour point de départ, elles permettent d'obtenir, 
de proche en proche, toute la série des poljnomes qui satisfont à 
la condition (i) oii le degré de A est fixe et égal à a. 

Vous avez maintenant l'origine de ma considération des frac- 
tions convergentes dont un terme est de degré ^\t.& ; faute de mieux 
el avec la plus médiocre satisfaction, je l'emploie également dans 
la question générale où il s'agit d'obtenir les polvnuines A, D, C, 
lies degrés fi, i, c, ponr lesquels on a 

S\ -H S'ii + S'C = .^'■'-'•+'■+'8,, 

je suppose fi et i fixes, et je cherche la série indéfinie <les poly- 
nômes C de degrés o, 1,2, 

Courage et bon espoir, mon cher ami ; le soleil reviendra; vous 
sortirez, vous retrouverez vos forces en vous promenant et votre 
bon génie vous murmurera à l'oreille de nouvelles découvertes. En 
\ous envoyant encore tous mes vœux et l'assurance de ma bien 
sincère et cordiale affection . 
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393. — STIELTJES A HERMITE. 

Mustapha, hôtel S ai ni- Georges, ^8 décembre iSyS. 

Chf.u Monsievr, 

Quoique le temps soit toujours peu favorable, je n'ai pas à me 
plaindre de l'étal de ma santé. Cette fia d'année a été bien plu- 
vieuse ici : il est tombé plus du double de l'eau qui est tombée 
dans la même période de iSya. Je pousse toujours mon travail 
sur les fractions continues, simplifiant par-ci par-là quelques 
démonstrations ; je suis du reste comme les enfants qui sont faciles 
à contenter, et dont la main est vite remplie, comme on dit en 
hollandais. Il in'arrive aussi que mes efforts échouent et je vais 
vous dire quelques mots d'un cas de ce genre qui m'est arrivé ces 
jours-ci, quoique ce que j'ai à dire soit bien médiocre. 

Soit F(x) ^^a„a^" une série convergente tant que | x \ reste 

compris entre deux nombres positifs a et p >> a. On sait que, dans 
le domaine de convergence, V{x) est une fonction analytique, ci 
si l'on a F(;r)^ o pour toutes les valeurs réelles a^x'^'p, il s'en- 
suit que T{x) est identiquement nulle et (/„;= o. 
Cela élantj je me suis demandé : si l'on sait seuLem 



t que 1 



\¥(x)\<t 



peut-on en conclure quelque limitation pour les coefficients a„, 
obtenir une limite supérieure de j a„ | qui décroisse indéfiniment 
avec s? 

S'il en était ainsi, ce tliéorème me serait extrêmement utile dans 
ma tliéorie des fractions continues et me permettrait de supprimer 
d'un coup toute une longue série de considérations bien délicates 
i;t bien difficiles à exposer. 

Malheureusement il n'en est rien; la condition | F(a^)|<;ï n'em- 
pêche pas un coefficient déterminé ai, d'avoir mie valeur donnée 
arbitrairement. Vous voyez que j'échoue piteusement, il faut aban- 
donner cette idée et chercher autre chose. 
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\oici commenl j'hii reconnu ce que je viens d'avancer. Je dis 
plus généralement qu'on peut trouver des séries toujours conver- 
genles 

F(x)_2<..=r-, 

telles que ] F(x) | < z pour toute valeur réelle de x, un coefiicient 
délern:iiné a* ayant une valeur donnée, par exemple ai.= i , 
Soit d'abord 

Un a ¥[x)'S,e~-'' et, en prenant c assez grand, on peut rendre 
e~*'^-<ï. Ensuite on reconnaît que a^, «,, a^, dj, ... sont très 
grands lorsque C est très grand : 



En divisant donc par «s on obtient une série dans laquelle le 
coefficient de a;^* est i, et qui reste aussi voisine de zéro qu'on 
veut, poar toute valeur réelle de x. 

Pour avoir une série de même nature, mais qui soit (est) une 
fonction impaire de x, j'ai été obligé de recourir à un procédé plus 
artificiel. Je considère les fonctions 
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En considérant seulement les valeurs réelles, le jnasiitiuin de la 
valeur absolue de /i (3;) est i , ensuite il est clair que le maximum 
de /a est sin 1 =:).2, le maximum de /s est sin)>2:=Xs, ..., le maxi- 
mum de fit étant Xk=^ sinX^-t- Ces nombres 1, X^, )>», X.,, ., ., 1a 
sont positifs, décroissants. Ils tendent vers une limite \ qui doit 
être ^ o. Mais je dis que À =^ o. Car, dans le cas contraire, X* reste- 
rait toujours >■ ). et ).*_) — X^^^ Xji_i — sinX*_i serait plus grand 
que la quantité finie X — sinX, tandis que cependant celte diffé- 
rence devrait tendre vers zéro. Donc X ^ o. Il est donc clair qu'en 
prenant A' suffisamment grand, la série toujours convergente 

reste •< £. Maintenant on s'assure sans difficulté que «^ est posllif 
et plus grand que /■«,', ( ' ). 

On peut donc prendre aussi k assez grand pour qu'un coefficienl 
déterminé n* soit > i , En divisant alors par «*, on a une série de 
même nature dans laquelle le coefficient de :c*'*+' est ^ 1. Ensuite 
fh{_x')-\-fk\-\ donnera une série de même nature procédant sui- 
vant les puissances positives et négatives de x. Laissez-moi main- 
tenant exprimer mes meilleurs vœux pour vous et les vôtres pen- 
dant cette année i8<)4 qui va commencer; que l'inconnu qu'elle 
cacbe soit clément! 

\ oLre très dcvoiié. 



394. — STIELTJES A HEBMITE, 

MusUplia, bûtol Saint -Georges, 8 janvier iSy^. 

Cheh Monsieur, 

J'attends toujours votre travail imprimé sur les fractions conli- 
lues; c'est pour cela que dans ma dernière lettre je n'ai point fait 
illusion à votre lettre si intéressante du 9 décembre, dans laquelle 



d'abord pour/î = /,- -^ -!-.,., ensuite poui'/,, /,, 
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vous m'expliquez votre rencontre, quant au résultat, avec M. Tclie- 
hiclief. 

J'ai réussi, ces jours-ci, à tirer au clair une question de cah^iil 
intégral qui est d'un certain intérêt pratique pour juger a priori 
la convergence de certaines fractions continues et qui m'avait em- 
barrassé assez longtemps. Il est curieux que j'aie trouvé la solu- 
tion de la difficulté dans certaines propriétés des séries à termes 
positifs, et je vais faire quelques remarques à ce sujet, bien simple:^ 
et élémentaires dit reste. Je me propose les deux problèmes sui- 
\ants : 

PitoiiLKinî !. — Etaiii donnée une suite de nombres positifs 
décroissiinis 

iroui'er une série divergcnre A, + .Vj -^ V3 -l- , . . , letle que lu 
série, c, .Vj + c. \, + C3 \;, + . . . soit convergente. 

1*110)1). i:Jii! Ji. — H tant donnée une suite de nombres positifs 

troui'er u/ie série c.imvev'-cnie. A, + Âj+ \j-i-. . ., letle que la 
série C| A I + c- Aj + e-. A;, -l- . . . soit divergente. 

Pour la solution de ces questions, je m'appuierai sur le thcurcmc 
suivant dû à Abel. 

Si la série a, -^ a..-{- 1X3 + . ■ . est divergente, la série 

V 'L'.n . 

.^Ji(|+rt2^-. . . + (',.,4-1 

est également dii>ergen,te. 

Première question. — Je pose 



Ces nombres a,- sont positifs et, puisque 



la série a, -\- «^ + û 
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Soit mainlenani 



la série A, + ^2+ A.;, + ... sera divergente d'après le théorème 
d'Abel; mais la série c, A, + Ca A2+ C3 V^ + . , . est convergente; 
en effet, 



Seconde question. — Je pose 



a divergente, et 



Soil ensuite A„= ; la série Ai -H A, -i- Aj + . . , est 

manifesiemeiit convergente, mais la si5rie 






est divergente, d'après le théorème d'Abel. 

Voici une démonstration du théorème d'Abel tout à fait dillé- 
rente de celle d'Abel lui-même. 

Je pose, a, + «i + . . . étant une série divergente, 



les s„ décroissent et tendent vers zéro. Il s'agit de montrer que la 
série V«„.î„ est divergente. Or, pour n'> /(, 
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€' est-à-dire 

Or, quel que soit n, on pcul toujours déterminer n' de façon 
<]iie 

cL alors on aura 

\ (U.«A.> -; 

cnsuiie on pourra déterminer n" de façon que 



En continuant ainsi il viendra 
d'où il est cviclenl que la somme 



peut surpasser un multiple quelconque de -; la série 7 a„s„ al 
donc bien divergente. c. q, r. n. 

Je vous sais très occupé ces jours-ci, et vous devez envier ma 
vie tranquille ici. Le temps reste toujours bien froid et ce n'est 
toujours pas encore le temps qu'il me faudrait pour sortir un peu. 

Veuillez bien accepter la nouvelle assurance de mes sentiments 
dévoués et affectueux. 
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Mon cher A.m, 

Vos remarques sur les séi-ies ¥[x)^e ^ ■''■' et sin»^/, (.c), 
siii/,(^)^/j{3t), ... sont extrêmement intéressantes; elles 
montrent le danger qu'on court à aàmettre ce qui paraît le plus 
phiusiljle e(, hien que vous ayez le regret de renoncer à ce que 
Mius a\iez supposé, c'est un excellent résultat d'avoir obtenu des 
c\eiTiples précis, où les coefficients d'une série restant toujours 
tiis petite pour des valeurs réelles, peuvent devenir très grands. 
Mais comme vous vous èles relevé de ce que vous considérez comme 
nu échec avec les propositions élémentaires et fondamentales de 
voire dernière lettre, qui me semblent appelées à un gi'and rôle 
dms la théorie des séries! C'est avec la plus vive satisfaction que 
jo vous vois dans une période d'activité mathématique, qui est la 
garantie sûre de lionnes dispositions physiques, et que secondent 
lin calme et une tranquillité dont je n'ai pas le privilège. Les ohli- 
j;ations mullipUées du jour de l'an, les visites, les con-espondances, 
m'ont mis sur les dents, et j'aurais absolument besoin de repos, 
.le m'en aperçois aux fautes d'inaltentinn qui m'échappent et qu'on 
me signale; ainsi M. Ed. Weyr, à qui j'ai envoyé un petit article 
]>oup le Cazopis, jn'a fait remarquer que j'ai écrit limite supé- 
rieure pour limite inférieure, ce qui nie couvre de confusion. 

Mon objet était de faire voir que si l'on construit la courbe 
y^ r: — - ?tir une bande de papier rectangulaire indéllnie en lon- 
gueur, elle donnera du côté des abscisses négatives l'image d'une 
série de parallèles cquidistanles perpendiculaires à l'axe, à partir 
d'une certaine distance de l'origine. J'ai remarqué, en elVet, qu'à 
une abscisse x ^^ — n -\ — . qui se rapproche indéfiniment d'une 
intersection avec l'axe quand n croit, correspond une ordonnée 
>■ - r(;i) qui augmente avec une extrême rapidité. D'où cette con- 
séquence à l'adresse des écoliers qui lisent le Cazopis, que la fonc- 
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lion holoniorplie ■— — csl discontinue à l'inlini. Je vous envoie 
répreuve de mon article des Annall; puissiez-vous n'avoir pas à 
y relever aussi des inadvertances! 11 aura une suite qui a encore fail 
le sujet de ma correspondance avec M, Pincherle, mais en ce mo- 
ment le courage nie manque poiir la rédiger. 

Avec mes vœux pour que vous ayez enfin le beau soleil d'Afrique 
qui vous donnera de la gaîté et de la bonne santé, et en vous por- 
tant méchamment envie d'être si tranquille et de si bien travaillei', 
croyez-mot toujours, mon clier ami, votre bien siaccrcmcnl et 
affectueusement dévoué. 



896- — STIELTJES A HERMITE. 

Mii5tapl)a, llrttd Saint-Georges, 1 5 janvier iSgi- 

Cnr.]H MOASIEL-K, 

Je viens de recevoir votre lettre et votre travail dans \esAniiali, 
laissez-moi d'abord vous remercier bien vivement. Mais je crains 
presque, maintenani, d'avoir été indiscret, et vous m'avez envoyé 
peut-être le seul exemplaire dont vous disposiez et dont vous pour- 
riez avoir besoin vous-même. Cependant j'espère que vous rece- 
vrez bientôt vos tirages à part, el, le mal étant fait, j'en vais pro- 
fiter le plus possible en étudiant votre travail avec toute l'attention 
dont je suis capable. Ce sera une occupation extiêmementagréable 
et qui me reposera des réflexions qui tne poursuivent ces jours-ci. 
Je suis entré dans un vrai guêpier; j'ai trouvé des choses bien sin- 
gulières; mais il en reste d'autres inexpliquées qui me donneront 
encore beaucoup de tnal. 

Ce n'est que sous certains rapports que je crois que ma vie ici 
est agréable et enviable ; la tranquillité, on peut aussi en avoir trop. 
Et si je ne pouvais pas travailler un peu, je vous dirais que ma 
vie ici serait difficilement supportable. Heureusement que je me 
sens assez bien et que j'ai toujours de bonnes nouvelles de Tou- 

Pour ne pas laisser cette lettre sans un signe de calcul, je 
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vais écrire quelques simples identilés algébriques qu'on n'a pas 
remarquées encore, je crois. Cela prouve combien ce sujet des 
fi'aclions continues est encore peu étudié et combien il est impor- 
tant de bien choisir le point de départ. Soll 



s qu on aura en même (emps 



ivec les valeurs suivantes des a'^ et a"^ qui sont assez simples 



' ,-hla, 

puis 

a\/,. = asi-i-illdi-r-aa-l-.. .+ «2/.-, ) («i 4- «3-f- . ..-4- «i/.-i), 

Naturellement cela veut dire seulement que si la première fraction 
continue Aonuc formellement la série 
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les deux autres fractions eonlinues donneront 



Si les ai sont positifs, vous vojez que les séri 



sont toujours convergeutes. Cela a une signification bien siuiplc 
dans ma théorie et on pouvait le prévoir. Mais vous verrez cela 
lorsque j'aui-ai fini mon travail. J'espère que, l'avalanche des visites 
passée, vous vous ti'ouvercz dispos à rédiger la suite de voire ti-a- 
vail dans les Annali. 

Veuillez bien me croire toujours votre très aflecLueiiscmenl 
dévoué. 

397. - SriELTJES A HER.MITE. 

lIiiMaplia, IL'itcl Saint-Georges, iSj^ii^ii^r iSyi. 

Cher Mozhsieuh, 

J'étudie depuis quelques jours voire beau mémoire. Que M. l'iu- 
cherle a été bien inspiré en faisant publier votre travail dans le,< 
Annali qui doivent avoir bien plus de lecteurs que les Mémoires 
de Bologne. Je ne connais rien de plus élégant que la ma- 
nière dont vous obtenez (p. ^9^) les relations de récurrence 
entre les J; et les J(. C'est une nouvelle application d'une analyse 
dont vous avez donné autrefois le premier exejnple dans votre 
Mémoire sur la fonction exponentielle. Mon admiration u'est pas 
moindre pour l'heureuse manière dont vous traitez après cela le 
cas général des séries. M^is je ne sais rien à ajouter à ces résultats ; 
certainement la question est vaste et les généralisations peuvent se 
faire de plus d'une manière; on peut traitée d'autres questions 
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que celles que vous avez voulu traiter; mais je ne vois comment 
traiter mieux celles que vous avez envisagées. 

Ne trouvant rien à dire du cas général, je suis revenu sur le cas 
]>arlicuiier des exponentielles ei j'ai cherché si l'on pouvait dire 
quelque cliose de raisonnable sur les polynômes X,-. Mais je n'ai 
point réussi comme je désirais, et la seule remarque qui s'est pré- 
sentée à moi et que je vais développer, ne vaut pas grand'choSe el, 
si j'avais le plaisir de pouvoir vous parler de vive voix, je me serais 
bien épargné la peine de mettre cela sur papier, puisqu'il aurait 
siiffî d'indiquer mon idée par quelques mots. 

Dans le cas n= s, ^,:=o, î^,^ «, a,^^p, \j..,^: /■/, on trouve 
en rejetant des facteurs constants : 





p(p-1) 


a-'-T"' 


ip- 







i j> cl q croissent iiidéfmimcnt de manière qui 



on a, dans ce cas, 



Ainsi les valeurs asymptotiques des Xj sont des exponentielles. 
Vous allez voir que ce résultat peut s'étendre avec quelques modi- 
fications au cas général. Mais, pour simplifier, je me bornerai au 



de sorte qu'en posant 

l-(. = )^{^-t,){^--,,)...(=-W), 
j'ai à Cid{;uler les valeurs asymptotiques des diverses intégrales 



/ï=$ 



prises sur de petits contours entourant les points ^i, ^■,, ... , 
La solution n'offre aucune difficulté à l'aide de la remarque s 
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\:inLe qui esL If! fond de Unit ce que j'ai à dire. Le chemin d'inté- 
j;ration pour l'intégrale .1,- se r.ipportanl an p(1le l,- peut encore 
éire choisi d'tine infinité de manières. Je dis qu'on peut le choisir 
loiijoiirs de lelle façon qne la valeur asjmptoiique de l'intégrale 
se trouve mise en évidence et puisse se calculer sans aucune diffi- 
culté par le procédé bien connu de Laplace. 

Soient <i, 6, c, . . ., / les racines de F'(3) ^^ o : je nie placerai 
d'abord dans le cas général où ces racines sont distinctes et je sup- 
poserai même qu'il n'existe aucune égalité entre les nombres 
positifs 

ll--(">!<|F(6)!<|F(c)|<...<|F(/)[. 

Soit c lin puramclre positif : je considère dans le plan des z le 
domaine où 

Lorsque c est très petit, ce domaine se compose de l'intérieur de 
Il courbes fermées (approximativement des cercles) qui entourent 
les points Ç,, Çi, .... X,,,; je dirai que ce sont n îles. S. mesure 
que c croîl, ces îles s'étendent de plus en plus ; vient un moment où 
pour la première fois deux îles vont se souder ensemble. Celaamve 
lorsque c atteint la valeur |F(ff)I; au point a se soudent alors 
deux îles; supposons que ce soient les îles entourant Ç, et i^a- La 
courbe | F(;) j ^= | F(«) | a un point double en a avec tangentes 



rectangulaires. Menons une bissectrice de l'angle des deux tan- 
gentes, nous adopterons pour J, et J^ les chemins d'intégration i^, 
et .Ça. Il est clair mainrenant que, sur i^^ , le module de ^r , — ■ a son 
- en«; ]>artoul ailleurs ce module est plus pclil. 



!F(«>I 

Pour avoir la valeur asjinptotique de J, , il suffit de conserver seu- 
lement, du chemin d'intégration, une petite partie dans le voisi- 
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nage du point a. De même pour Jj, d'où cette première remarque 
<[iic les valeurs asymptotiques de J| et de Ji sont égales au signe 
près. 

Le calcul de la valeur asymptotique de Ji se fait d'après la mé- 



ihode générale. Dans le voisinage de s = a, 
Soit 0. l'argument de la direction aa' ; pose 



]>a 



.■aleurs réelles et 



m =^ „ étant une quantité réelle cl positive parce que notre 

direction aa' a été choisie de façon à ce que | F(z) | croisse le plus 
rapidement possible, 

J nwf"'<"--j F(„),(.^..-)> 

ou pour 11^ V ; y/jl et négligeant certaines quantités 



Voilà donc la valeur asymptotique de 2-ri\,e''^. Vous voyez que 
celle de X) est encore une exponentielle et de même pour X^; 
ces deux termes X,e'i^+ Xj^ï»" se détruisent du reste sensible- 
ment. 

Je vais examiner maintenant quelques cas particuliers. Il peut 
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arriver que l'île entourant î^, aille se souder simiillanément en a 



ei en b à dem îles comprenant iC» et i^^. Cela suppose natrireJI*^ 
meut I F(a)l = [F(6)[; on trouve évidemment, dans ce cas, 



Valeur asymptotique île J,= \ = 1— ^^|^| ^f~\' 

p''^^i? /î:| ■il-'(6i| 
V.l.ur..ymptoii,.odeJ._B = -p^j^^/^^[-p^|. 

Ces deux quantités sont du même ordre de grandeur; ensuite oit 
a __(A4-B) pour la valeur asymptotîque de J). Ainsi, dans ce- 
cas, X, tend vers la somme des deux exponenlielles. 

Enfin examinons le cas où F'(s) ^ o a une racine double z = a. 
Il y a en a soudure simultanée de trois îles, puis 



F(„^„ = K,.)_Hq^ 



Soit A, la valeur asymptotique de l'intégrale prise sur aa', Aj. 



As les quantités analogues pour aa'\ aa"; je t 
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a élant I "aiguillent de la direction ad . Ensiiile 

rt les valeurs asymptotiqiios de ,1,. i^. Jj sont 

A, -A.= A,(i-£)- 

Ai — A3-= A|(i — 0^, 
A,-A,-A,([-tj;^. 

On trouve donc trois \aleurs proportionnelles à i, s, e- et doiil la 
somme s'annule encore sensiblement. 

En général, pour avoir le chemin d'intégration approprié à l'éva- 
luation approximative de Jf on envisagera la croissance de l'ili; 
entourant Ç; et l'on notera le moment où, pour \a première fois, 
elle ^a se souder à d'autres îles. On tracera alors le cliemln d'in- 
tégration passant par le point de soudure, mais, pour le reste, 
entièrement en dehors de l'ile. Si par exemple il j a une soudure 
avec 2 îles simultanément en a et une soudure simple eu 6, la \a- 
leurasjmptolique se composera des deux termes 



('■ 






(Quoiqu'on ait | F(«) | =: ] F(&) |; vous voyez que les deux termes 
ne sont pas esactemeni du même ordre de grandeur, le premier 
l'emportant à cause du facteur yf > "t^- 

Je n'ai point encore suffisamment étudié la dernière partie de 
votre mémoire, je garderai donc vos feuilles encore quelques jours; 
mais je vous les retournerai dimanche prochain, craignant vrai- 
ment que vous puissiez en avoir hesoin pour la suite de >otto 
travail . 

Votre affectueusement dévoue. 
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- SriELTJES A UEBMITE (')• 
MusUpha, lifttel Saini-Gc<>rgi;s, 5 févr 



Cher Mo_>) 



Je voudrais vous prier de ne pas donner suite à votre idée d'en- 
voyer lin extrait de ina dernière lettre aux Annali. C'est que vrai- 
ment je ne crois pas que cela vaille (vaut) la peine et j'ai surtout 
la conviction que cela est trop mal rédigé. J'ai oublié de faire une 
remarque essentielle qui est ; qu'une île ne peut pas se souder à 
eltc-niéme de manière à former une île a\ec lac Intérieur. Si cclii 




pouvait arriver on ne pourrait pas faire passer par le point de sou- 
dure a le chemin d'intégration comme je l'ai dit. Mais, heureuse- 
ment, ce cas ne peut jamais arriver, car, à l'intérieur du lac, |F(3) | 
aurait un maximum et l'on sait que cette quantité n'a pas de 
maximum à distance finie. Quant à la méthode elle-même, elle n'a 
rien de nou\eau. Aussi pour les applications en Astronomie dont 
vous parlez c'est faJt déjà dans une Note récente de M. Haïuy 
{Comptes rendus ou Bulletin astronomique). J'ai \u avec in- 
térêt votre nouvelle formule de réduction destinée à réduire un 
seul des exposants p., , ...,p.„. Certainement vous chercherez à 
en tirer les conséquences que vous prévoyez. 

J'ai été, ces jours-ci, peu en train sans que j'aie à me plaindre de 
ma santé; mais j'ai reçu des nouvelles moins Lonnes de mes sœurs 
en Hollande oii la grippe règne en maître. J'ai été heureux d ap- 

( • ) Celte lettre est une réponw à une lollre perdue d'ilermile. 
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prendre que M. Picard et vous, en avez ({>nl) été quitlos à bon 
compte. Le temps se refuse toujours ici à se remettre au beau; en 
ce moment et depuis trois jours la pluie tombe sans relâche. Je ne 
sors donc presque pas; j'ai été une fois à la Bibliothèque, il y a 
bien longtemps déjà. J'ai perdu en poids ce <\\ie j'avais gagné pen- 
dant le premier mois de mon séjour ici ; cependant je croîs 
ment que je tousse moins et, en somme, je me sens mieux. Ji 
me remettre à mon travail et, une autre fois, j'espère pouvoi 
vous écrire une lettre plus intéressante. 

Votre bien sincèrement et affectueusement dévoué. 



399. — STTELTJES A HERMITE. 

Muslaplia, Hûtel Saînt-Gcorses, t.', février i&^\. 

Cur.fi MoKSiEUii, 

Voilà le beau temps arrivé enfin depuis quatre ou cinq jours. 
A-vec eeîa j'ai reçu de meilleures nouvelles de la Hollande; ces cir- 
constances aidant, j'ai pu chasser les idées noires qui m'avaient 
envahi un moment et je me suis remis au travail avec un peu 
d'allégresse. 

Permettez-moi d'appeler votre attention sur un passage de votre 
mémoire dans les Annali où 11 y apeui-i'tie une légère inadver- 
tance, d'ailleurs sans aucune importance. Il s'agit page i5, en baj, 
des deux séries 

(z-.T)\^ a , l 



puisque 



Ucmble qu'on ait 



Or a, Î3, Y, ... sont des polynômes en x des degrés o, i , a, . . . 
respectivement, Ce degré augmente ainsi jusqu'à ce qu'il soit 
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tlevemi égal à j*, puis pour les coefficients suivants, il reste 
égal à [A, Il en est donc de même pour a', fl', y' et les [a + i 
premiers termes de la série (i) sont ainsi de l'ordre |„_i|„.^„_i ' 
pas seulement le premier. Mais peut-être avez-vous supposé que 
dans la série (i) on a arrangé tout déjà suivant les puissances des- 
cendantes de jc, en sorte que lesst', p\ ... n'ont pas les valeurs (2), 
mais sont des constantes. S'il en est ainsi, ma l'emarque tombe na- 
turellement. Voici maintenant quelque chose de plus intéressant, 
je pense. 

Théorème. — Soil ./. (5), /a(5), ...■,//,{:} une suite 

de fonctions analyti/jues 

f,(z,=^K^z< (^- = ,,.,3,...), 

les séries étant convergentes pour | s j £R et même un peu au 
delà {je veux dire pour | s j =:^ R + e, e étant positif, mais aussi 
■ petit qu'on voudra). 

Supposons en outre qu'on sache que la série 

est uniformément convergente pour \z | $ R( . R) étant plus petit 
que R et ensuite que dans tout le domaine J3 |^R {et même un 
peu au delà) ta somme 

/,(3)+/,(î)+...+/„(î) 

a un module inférieur à un nombre fixe C (indépemlant de «). 
Alors je dis que la série 

est /lécessairement convergente {et même uniformément conver- 
gente) pour \z I^R, et (d'après un théort'.medeM. Weierstrass) 
la somme de cette série ¥{z) est une fonction analytique de z 
qui peut se mettre aussi sous la forme d^une série coni'ergente 
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Vous voyez <jiie le propre de ce tliéorème est d'étendre le do- 
maine de convergence de la série ^/t(z), reconnu seulement 
pour I 3 I S Ri. au domaine pluâ large [s |£R moyennant la coadi- 
tioii supplémenluire que ^//r(s) reste fini pour | s [ ^ R. 

On peut démontrer facilement la convergence de la fraction 
continue 



tant que la partie n'-oUe de s est positive. Grâce à mon théorème, 
j'en conclus très facilement que la fraction continue est conver- 
gente dans tout le plan, excepté la coupure formée par la partie 
négative de l'axe réel. C'est là un perfectionnement notable de ma 
théorie que j'ai cherché depuis bien longtemps. 

Quant à la démonstration de mon théorème, vous la trouverez 
ci-jointe sur les feuilles qui font une suite à celles que je vous ai 
envoyées de Bagnères-de-Bigorre. C'est le § 13 (p. 47 ^^ suiv.) 
qui contient cette démonstration, mais elle est sans doute un peu 
délicate et pénible à lire. Je n'ose pas vous demander de me suivre 
dans ces raisonnements un peu prolixes. Mais ayant longuement 
réfléchi sur cette démonstration, je suis sûr qu'elle est bonne, so- 
lide et valable. J'ai dil l'examiner avec d'autant plus de soin qu'a 
priori il me semblait que le théorème énoncé ne pouvait pas 
exister et devait être faux. Je vous avouerai cependant que je 
serais heureux si quelqu'un voulait examiner la démonsiration: 
peut-être M. Picard qui a le coup d'œilsi facile et si juste voudrait- 
il s'en charger et me dire ce qu'il en pense. Il me rendrait le plus 
grand service ('). 
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Chrr JVlnxsi 



■ STIEI/rjES A HERMITË. 

Musiapha, 16 février 1B9I. 



Dans ma dernière lettre, déjà si longue, j'ai omis certaines 
conséquences et généralisations de mon théorème, pensant qu'elles 
se présenteront à tout géomètre au courant des travaux de 
M. Weierstrass, et je me suis borné à ce qui est essentiel. Pour- 
tant il est bon peut-être d'insister sur ses conséquences. 

Supposons une suite de fonctions analytiques/, (s), /ï{ s), . . ., 
fk{z)i ■ • -7 uniformes et régulières dans un domaine D quel- 



conque. Je veux dire par régulières que z^ appartenant à D, 
/a(s) peut se développer dans le voisinage de So par 'a série 

de Taylor Vc^,!': — ;;„)". Si Ton ;^ail alors que, dans tout le 

domaine O, le module de ^.Al^) fe^te inférieur à un nombre 

fixe et ensuite que la série X/*(2) est uniformément convergente 

dans un petit domaine D| faisant partie de D, alors on peut 

conclure : la série \^y*:(3) est uniformément convergente dans 

tout le domaine D, et la somme V{z) de cette série est une fonc- 
tion uniforme et régulière dans le même domaine. Gomme je l'ai 
dît, après les travaux de Weierstrass, il est superflu de développer 
la démonstration, qui est à peu près évidente. 

L'utilité que pourra avoir mon théorème, s'il en a une, ce sera 
de permettre de reconnaître plus aisément la possibilité de conti- 
nuation analytique de certaines fonctions définies d'abord dans un 
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domaine reslreinl. Cela se voit déjà par l'application que jVix ai 
faite aux fractions continues. 

Avec mes meilleurs vœux pour votre santé, crojez-moi votre 
affeclueuseinent dévoué. 

P. S. — Quelle chose curieuse qu'en étudiant un sujet si parti- 
culier et si restreint que ma fraction continue, j'aie été conduit ainsi 
à une conséquence qui peut avoir de Tinlcrét pour la théorie géné- 
rale des fonctions. 

Je vous dirai que cette extension du domaine de convergence 
d'une série de fonctions analytiques me paraît susceptible d'appli- 
cations. En ce moment, je pense à certains développements en 
séries de Laplace dans la théorie de la figure de la Terre. 

M. Callandreau a çsaminé une partie de ces questions, mais {soit 
dit entre nous) les raisonnements de mon aimable ami m'ont laissé 
quelques doutes. Cependant j'ai le souvenir trop vague en ce 
moment sur ces choses pour vouloir me prononcer; peut-être je 
me trompe. 

Mais ce ne sera pas bienti^l que j'aborderai ce sujet, car d'autres 
questions se présentent, et je veux absolument en finir d'abord 
avec ma fraction continue. Et pour le moment je commencerai 
par ne rien faire et me reposer un peu. 

401- — HËRMITE A STIELTJES. 

Pans, ■}■! février iSg/,. 
jMoN r.HEii Awi, 

J'ai remis à M. Picard dont je n'ai pas encore la réponse, et 
qui est plus à même que moi d'en connaître, votre démonstration 
et extension du théorème de Weierslrass. Ne soyez pas surpris de 
son retard ; au Cours de la Sorbonne s'est ajouté pour lui celui de 
Mécanique à l'École Centrale où les leçons durent une heure et 
demie, sans interruption, avec un auditoire nombreux . , ,, aussi 
ressent-il parfois de la fatigue. En attendant son avis sur les 
matières difficiles et délicates que vous avez traitées, qui sortent 
comme vous l'avez pensé de mon domaine habiliiel, je viens vous 
féliciter vivement et d'avoir enfin du heau temps, et de vous être 
remis si activement au travail. En voyant de quels grands efforts 
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VOUS êtes capable, ei les résultats si intéressants et si importants 
dont vous avez enrichi la théorie des fractions continues, un cer- 
tain passage de l'Évangile selon saint Jean (III, 3o) me revient en 
mémoire; je ne fais plus grand'chose et dans le peu que j'écris des 
fautes d'inattention m'échappent comme celle que vous avez très 
justement signalée. Je laisserai de côté, pour un temps, l'extension 
des fractions continues algébriques etje vous donnerai une remarque 
sur ^ I valeat quantum. 

Elle m'a été suggérée, comme par hasard, par un article récent 
des Comptes rendus, sur la sommation rapide de certaines séries 
peu convergentes, de M. Janet(p. aSg), et résulte de celle simple 
identité 



.^-2( 



puis, en multipliant par [ et posant 



. F(»)- 






où F{x) est un polynôme entier du degré 2 ;i — 1 . 
T'en conclus encore, après avoir changé ^ en aj: e 

G(») = (1 + «.»)[! + (»»■-») + («■-»)« + ... + 1-. 
Ces deuï relations me donnent 



I ' ~"- - dx = f (i~x<')Q{x)dx-h i 
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OÙ les inlégrales du second membre s'obtiennent sous forme 
explicite, et on l'on a 



de sorte que ces termes .1 et J' décroissent rapidement quand n 
augmente. Gela étant, nous avons 






ils, d après I égaille 



J'omets les conséquences pour n infini ; j'arrive de suite au second 

cas, au calcul de / C'{x)x'' 'l.v. 

Soit x{x — i)^ ;; on pourra éliminer dans G{j^') les puissances 
de X supérieures i'i la première et écrire 

Cela étant, voici les valeurs des deux poljnomes. ConsidércK 
l'équation du second degré 

en désignant ses deux racines par À» et /, , on a 

Ces formules donnent les coefficients des puissances de ?; ainsi, 
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pour n = 2, o, 4? j"obliens 

Gom=.+ il G,(0= 5-^ il 

On peut donc exprimer =-J ■' sous la même forme que 

/ ; malheureusement ces expressions ne permettent pas de 

faire la supposition de n infini, ce qui était mon but, et je ne sais 
trop si la question mérite d'être poursuivie. 

Croyez toujours, mon cher ami, à mes sentiments de la meilleure 
allée ti on. 

403. — HERillTE A STIELTJLS. 

Paris, ?8 fén'iei' iSfli- 
Mow CHF.1Ï Ami, 

M. Picard me charg-e de vous dire qu'il donne son complet 
assentiment à votre démonstration et extension du théorème de 
Weierstrass, après l'avoir lue avec le plus grand soin el à plu- 
sieurs reprises. J'aurais été bien surpris s'il en eut été autrement 
et que la plus légère inadvertance vous fût échappée; mais vous 
avez pensé que deux sûretés valaient mieux qu'une, aussi devez- 
vous être absolument sans crainte. Votre manuscrit est resté dans 
ses mains pour le cas où, en réfléchissant encore, il aurait à vous 
soumettre quelques remarques dont je m'empresserais de vous 
faire part. 

En attendant, je viens m'accuser moi-même; je n'ai pas fait 
attention, en employant l'égalité 



que le facteur 2X- — x, maximum pour ^ == - ■ change de signe à 
partir de .r = - et croit toujours jusqu'à la limite x' = 1 où il 
devient égal à l'unjlé. Il ne peut donc aucunement servir poui 
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l'objet que j'avais en vue; je ine eontenteral donc de ma preiuièi-e 
égalité 

On a liien «lors 

Kn voici les conséquences : l'égalité suivante 

y ^•[^U- „)]— dr = B(„ ^ m. ^) 
donne 

= »<--"'....['-ï(^^^.] 
11 vient donc 



C'est une expression de l'intégrale par une l'onction uniforme 
de a où les pôles a.^o, — 1, — 2, ... sont mis en évidenee 
d'une autre manière que dans le théori^nie de M. Mitlag-Leffler. 
puisqu'on a 









à laquelle on parvient pour n infini. Il en résulte une forme nou 
velle pour 

et j'ai été tristement déçu de n'avoir rien pu trouver de semblabli 
poureotrtTT. 
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Un mot d'une autre question qui m'a traverse l'esprit. 

Dirichlel, dans son mémoire célèbre sur V Application de r Ana- 
lyse infinitésimale à la théorie des nombres, a obtenu le nombre 
des classes de formes quadratiques en effectuant l'intégrale suivante 



/ 



— ■ — où l'on ;( 



/.'.=E(?)- 



le signe 2, s'éleudant à tous les entiers n positifs, impairs et pre- 
miers à p. Comme 00 a 

celte intégriile est la somme V'f-l / ■ p — - — dx, pour les va- 
leurs considérées de /(. Posons x^^ S, il vient 

L'argument - est moindre que l'iinilé ; on peut donc employer 



ou encore 



^(,_C) + (S,- 



La présence du facteur - est favorable à l'approximation; mais, 
avanl d'aller plus loin, il me paraîtrait nécessaire d'expérimenter 
cette formule, en faisant des applications numériques. Le courage 
me fait défaut pour l'entreprendre et me servir des valeurs que vous 
avezcalculées, je crois me le rappeler, pour les sommes S^, Sa, .-.- 

Au moment où je vous écris, la rue des Écoles est noire de 
monde : les étudiants crient à propos du cours de M. Brunelière; 
plusieurs centaines de sergents de ville s'alignent sous nos 
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ffinêtres ; je crains que les agitations de l'année dernière, donl vous 
avez clé Je témoin, recommencent. Enfin, on m'apprend qu'on 
vient de suspendre les cours et de fermer les portes de la Sorbonne. 

En vous souhaitant, mon cher ami, de continuer et de poursuivre 
vos belles recherches avec le même succès et en vous renouvelant 
l'assurance de toute mon affection. 



403, — STIELTJËS A HEBMITE. 

Mustapha, S ruars i8çi4. 

Cher Monsieur, 

Vos deux dernières lettres m'ont fait le plus grand plaisir, non 
seulement par ce qu'elles contiennent, mais aussi parce qu'elles 
m'ont débarrassé de l'inquiétude que je commençais à avoir, pour 
vous et M. Picard, d'un retour offensif de la grippe. 

Dans votre première lettre je trouve 

•' - ~^>X ^^^ — B^^i "n=^' 

et dans la dernière 



je remarque que x'^ étant croissant (pour rt ^ o), décrois- 
sant, on a, d'après le théorème de M. Tchebycheff, 

Ainsi, pour rt > o, un aurait même fi < loga ^ o, G^j'i. . , . 
IVIais, lorsque a csl ncgalif, — i< a < o, on a 

et je ne vois pas moyen de réduire votre limite supérieure, du 
moins d'une manière un peu simple. 
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Voiri inaintenaiiL comment j'ai essayé, mais sans succès, de 
modifier et généraliser votre analyse. 

Soient a elb deux nombres qu'il sera convenable de supposer 
compris entre o et ; ; je pose 

^^F + c,.l:i-°';'^-^)-. 

et je détermine la constante C„ de manière c|ue F soit un simple 
polynôme en x du degré a n - - i . Il est clair qu'il faut prendre 
pour cela 



Ensuite, si l'on veut mettre, comme vous, [■' sous la l'orme 
V, 4- V2 + . . .+V„, il faudra prendre 

c'est-à-dire 



.,^.„„t^^-)"-''-')- 



i-«)"(r-^*)" 

Pour a =; o, i =^ 1, on retombe sur vos formules; j'ai 
moment que le cas '.1-=:^ b^^ pourrait conduire aussi à 1 
résultat assez simple; on aurait alors 



avec 6 -<; I , ou même 6 -< log 2 lorsque 61 r> o- Vous voyez, que ce 
terme complémentaire décroit même un peu plus rapidement que 

dans le cas a = o, è = 1 . Malheureusement le terme général de la 



(-3)"X («-'.(-0""''' 



dx. 
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Il faudrait donc obtenir la valeur de 

OU, pour ; se =: ~ u. 

Or l'intégrale f u'" '''{\ + 11)" du s'obtient sans difficulté, 
mais n'a point la forme si simple de / u'"'~^[i — uYdu; il 

s'întroduil l'exponentielle a" el c'est pourquoi il faut abandonner 
cette tentative. 

Je reviens un instant sur ces limitations 

J 7-rI < â^i toujours, 

j'ai cherché à faire disparaître la discontinuité qui se monlre ici 

et à réduire la limite dans le cas o ■< a -f- 1 < i . 

Par une inlégralion par parties : 

et de là on conclut, lorsqiie le nombre a + 1 tend vers zéro, 

car / ~^^ -• Ainsi, dans la limitation 

le numérateur ne saurait être remplacé par un nombre sensible- 
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ment inférieur à i lorscjuc d + i est très petit. Mais, puur a ^ o, 
nous savons qu'on peut remplacer i par loga = o,6y3... ; Ij'ai 
cherché à bâtir un pont entre ces deux cas. Je suppose donc 
o>-«> — i et soil (i + I ;:^ 6, puis 



F(è): 



■/'(T^"'' '«<»<'> 



H est clair que F"{b) — / ^/ °~^ '^^ est positif. Cela posé 
j'emploie la formule suivante 

F(è) = F(o) + [FM)-F(o)[6 + ^i^^F"(0, 

OÙ \ est un nombre compris entre le plus grand et le plus peiil 
des trois nombres o, i, i. 

Puisque je suppose o<;é<;i, b\b — ^i)est négatif et il vient 





F(è)<F(o)^[F(,)-F(o,]6, 


c'est-à-dire 






F(6)<^-{j-log2)è; 


donc 






r' ^" ^,. . i-(i-log2)(a + r) 








r' ^^ .fx- ' 'og^ — ('-'oe'^)*" 



Le numérateur varie maintenanl de i à loga iorsc|ue a varie 
de — T à o. Pour « > o on pourrait certainement obtenir aussi 

une limite supérieure / dx <; ---^^ dans laquelle P dimi- 
nuerait de loga à ~ pendant que a croU de o à oo. 

Mais ce clitimp ne se peut lellemem moissonner 
Que les derniers venus n'v trouvent à glaner, 

et il faut savoir finir. 

J'ai voulu remercier M. Picard pour le service très réel qu'il 
m'a rendu, mais j'ai oublié son adresse et je suis obligé de vous 
prier de lui remettre la lettre ci-incluse lorsque vous le verrez. 
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Je sais parfaitement bien qu'il demeure dans la rue qui descend du 
Panthéon au boulevard el je sais aussi que cette rue porte le nom 
de l'architecte du Panthéon ; mais le nom de cet architecte, impos- 
sible de le retrouver. Des défaillances de mémoire de ce genre 
m'arrivent fréquemment el un beau jour je ne saurai plus retrouver 
mon propre nom. Vous douterez, après cet aveu, si le texte de 
saint Jean (III, 3o) s'applique bien à moi. 

J'ai lu, dans un pelitjournal d'ici, quelques lignes sur les désor- 
dres au cours de M. Brunetière, mais je ne comprends rien aux 
motifs des manifestants, Ces messieurs sont-ils mécontents du 
dernier discours de M. Brunetière à l'Académie? 

Je n'en sais rien, et j'avoue que cela ne m'intéresse pas beaucoup ; 
mais que le métier de professeur de\ien[ difficile de cette manière 
dans votre Ville Lumière! 

Heureusement, des choses pareilles n'arrivent pas encore à la 
Faculté des Sciences, mais qui sait ce qui arrivera encore d'ici 
vingt ans? 

Croyez-moi toujours votre aflcetiieiisemeiit dévoue. 



- UERMITE A STIELTJES. 



Mo_>- CHER Ami, 

Faute de grives on mange des merles; il ne m'appartient pas de 
vous féliciter, comme M. Picard peut le faire, du succès de vos 
efforts dans une question profonde et difficile qui dépasse la sphère 
de mes recherches, mais je vous exprime mon plus vif plaisir de 
l'application du théorème de TchehichelTd'où vous tirez la relation 

r^x-^iix r' , r' rfa- Inga 






3 propose de donner à mes leçons. J'ai besoin aussi de la 

périeure de l'intégrale / — — ^-- dx\ je l'obtiens en 

remarquant que pour a > j on a i — x" <Z.a(i — .z), car la dérivée 
de I — x" — a(i — ar) est, en effet, a(i — x"-') quantité positive 



dbyGOOgIC 



LETTRE Wi. 383 

de sorte c|ue l'expression est croissante. Comme elle est négative 
pour a: = o et nulle pour x = i, 11 est nécessaire qu'elle reste né- 
gative dans l'intervalle, d'od la relation, d'où l'on conclut 



J'O^^. 






on aurait, en supposant lï ■< [ , — — — < i et la limite Main- 
tenant permettez -m ci de préparer, en vous écrivant, ma prochaine 
leçon. Je veux tirer le tliéorème r(«)r(i — o) ~ -^— , sans 
employer B(a, b), de l'équation r(a) =^ I x"~^ e~^ dx ou plutôt 
Tia)^'A I a;*""' e~''(/x. Multipliant par 

j'obtiens 

puis, par la substitution de I.aplace x ^= isin», y ^ ^ costp, 
ria}r{,-a)=^J e-P'?d?l' flang r?)'"-' </<p = 2 y" (.tang^f.)'"-' rfcp. 
C'est l'intégrale d'Eulcr en faisant 



Paulo majora canamM*; j'avais pensé comme vous, mais avec 
moins de bonheur, à employer un polynôme de degré quel- 
conque ©', ^) pour former l'égalité 



Je m'étais adressé à l'expression de Tchebiciieff qui est la plus voi- 
sine de zéro, entre les quantités zéro et l'unité ; mais elle ne donne 
pas une limite avantageuse, attendu que ©(^) change n fois de 
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srgne enlre ces limites. Vous avez été mieux inspiré en prenant 
ti(a:)^{x — a)"{x — b)" et supposant a t^ - , b ^ -; voiei 
comment je suis votre idée. On a 

ce qui donne 



F(^). 






Séparez maintenant dans F(a:) les puissances paires et les pui 
sances impaires de i — ■ 23^, et posez x^— j: =^^. Vous aurez < 
premier lieu le polynôme en Ç 

■{ + 33 -I- 35 ^■•■. 

puis la quantité 

i-aa-r2 a(i + jD ■2(] + 4S)' . 1 
3 [_^ 3'i 3^ "'J' 

On pourra faire, par suite, 

ce qui permet d'obtenir par la fonction B(a, b) l'intégrale 

Encore une remarque. On a 
D'où 
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B[«-^ft + i,n). 



C'est le développement en série infinie qui résulte de la formule 
précédente qu'on peut encore écrire 



Dans l'attente, mon cher ami, de vos nouvelles, et restant tou- 
jours votre bien afTectueusenient dévoué. 



405. — HKRMITB A STIELTJËS. 

Paris, 27 mi.rs 1894, 
MoH CHER Ami, 

Ce sont mes vœui pour votre prochain voyage qu'il me faut 
vous adresser ; puisse surtout votre prochaine lettre que vous 
m'enverrez de Cannes m'apprendre que M. Daremberg aura jugé 
favorablement de votre séjour à Alger malgré la contrariété du 
mauvais temps! Nous avons cependant depuis plus d'une semaine 
des jours parfaitement beaux dont vous devez aussi profiter; je 
leur demande d'él<îigner de vous la pensée que votre grand travail 
sur la théorie des fractions continues ne sera point suivi d'autres, 
œgri somnia. C'est à moi de me dire de pareilles choses quand je 
me sens sans courage devant l'ouvrage, ou bien qu'entreprenant 
de suivre quelque idée je ne rencontre que des illusions et des 
déceptions. L'histoire, qui en est longue, se continue toujours; je 
viens, par exemple, de tirer, ce qui est très facile, de l'expression 

IltfL' ^ _ C + /" 'Y_f 7' '^•^' '^ relation de Gauss 
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OÙ a := -! m et n étant, bien entendu, des «ombres entiers, et 

j'avais espéré en conclure, pour — =^ dx, une intégrale définie. 

Mais le premier terme — ^ — — devient infini, et tout m"a échappé 

par suite. J'ai eu, en Arithmétique, une autre déception; je le dois 
à la question de la distribution en périodes des formes de déter- 
minant positif; il serait trop long de vous en faire le récit. 

Permettez-moi, puisque vous nous revenez, de faire appel à votre 
bonne obligeance, pour la publication dans les Annales de Tou- 
louse d'un mémoire que M. Appell a adressé à M. Berson, le secré- 
taire de la rédaction. M. Berson ne lui a pas répondu et, autant 
que M. Appell, je m'intéresse à ce mémoire et à son auteur 
M. Landfried, mon concitoyen lorrain, qui a traité avec talent une 
question concernant les fonctions à multiplicateurs. M. Appell 
croit que l'impression dans les Annales d'un très long travail de 
M. Sauvage retardera longtemps la publication du mémoire de 
M. Landfried ; mais j'aimerais beaucoup pouvoir lui donner la cer- 
titude qu'il paraîtra. Je vous serai bien reconnaissant de joindre, 
s'il est nécessaire, votre recommandation à celle de M. Appell et à 
la mienne pour qu'il paraisse aussitôt qu'il sera possible. 

Picard est en ce moment à Cannes où vous allez vous rendre; 

son cours à l'Ecole centrale lui a causé une grande fatigue 

Heureusement que le voyage et la distraction l'ont rétabli; pour moi, 
je n'ai point bougé, me proposant, vers la Pentecôte, de demander 
à M. Painlevé, mon bienveillant maître de conférences, de me rem- 
placer et de me permettre d'aller dans ma famille à Flanville. 
J'avais espéré, j'aurais bien voulu travailler, mais je n'ai presque 
rien fait; je ne sais plus, tout en me le reprochant, que passer 
mon temps à lire; video meliora proboque, détériora sequor. 
Avec tous mes vœux, mon cher ami, pour votre prochain voyage, 
en vous demandant bien de m'en donner des nouvelles à votre 
arrivée et vous assurant toujours de mes sentiments de l'affection 
la plus sincère et la plus dévouée. 
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- STŒLTJES A HEHMfTE. 



GnEK MoNSIEl'It. 

Jp suis arrivé ici samedi flernier, après un très bon voyage, et 
j'ai vu hier M. Dareinljerg. Il me trouve en bonne voie deguérison; 
cependant les crachais n'ont pas disparu et, ce qui me vese 
beaucoup, il ne m'a pas voulu dire sije pourrais reprendre mon cours 
en novembre. Il dit que c'est très possible si je continue à faire 
des progrès, mais pour le moment il ne peut pas se prononcer sur 
ce point, 11 m'a envoyé à ua bactériologiste et, après que celui-ci 
aura fait son analyse, je dois encore revenir une fois chez M. Da- 
remberg. Cependant je vous dirai que je suis bien déterminé à 
reprendre mes occupations ordinaires en novembre; je me ména- 
gerai tant que je pourrai. Le temps est magnifique ici et il fait bien 
plus chaud qu'à \lger; l'hiver a été ici bien plus favorable que 
là-bas et la végétation est bien plus avancée. 

Laissez-moi vous dire maintenant que l'insertion du mémoire 
de M. Landfried dans nos Annales est assurée. 11 est de règle de 
faire examiner les mémoires envoyés par(à) un membre du comité 
{pour l'examiner). Celui-ci donne son avis; la plupart du temps, 
et sans doute dans le cas actuel, c'est une pure formalité. Mais le 
comité des Annales ne se réunit pas souvent, et cela a pu causer le 
retard dans la réponse du secrétaire M. Berson 

J'espère rentrer à Toulouse le plus tôt possible maintenant, 
aujourd'hui en huit au plus tard, je pense. 

Dès que je serai rentré, je commencerai à écrire mon Mémoire 
sur les fractions continues; la correction des épreuves m'occupera 
ensuite je l'espère, puis viendra la préparation^e mon cours. Mon 
horizon ne s'étend pas au delà. 

Je crains beaucoup. Monsieur, que la mort de votre ancien ami 
M. Brown-Sequard a dû vous aflfecler douloureusement; j'espère 
d'autant plus que le séjour de Flanville vous fera du bien en vous 
arrachant un peu à cette vie trop intense et surmenée de Paris. 

Veuillez bien me croire toujours votre ailec tu eu sèment dévoué. 
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- lŒRMITE A STŒLTJES. 



Je suis heiireux de vous savoir de retour et rendu à Cannes oii 
vous avez un beau temps, après un voyage aeeompli favorablement, 
mais j'attends impatiemment les eonclusions de M. Daremberg à la 
suite de l'analyse baclériologique qu'il a demandée. J'ai entière 
confiance que vous reprendrez votre cours et que vous ferez de 
meilleures leçons que les mienaes dont la fatigue diminue chaque 
année l'intérêt. Voire grand travail sur les fractions continues ne 
sera pas le dernier eomme vous le dites; c'est mon horizon qui se 
rétrécit et non le vôtre. Je lis avec attention en pensant à votre 
maladie, tout ce qui s'y rapporte, et à tout hasard je vous envoie 
un numéro du Journal des Débats pour que vous jetiez les yeux 
sur le feuilleton scientifique de M, de Parville on il en est question. 
Je n'ai plus, bêlas, M, Brown-Sequard à consulter sur le sujet; 
mais les avis autorisés ne vous manqueront point. Combien j'étais 
loin de m'attendre à une perte qui me laisse un vide que rien ne 
pourra jamais combler 

M, Brown-Sequard était la bonté même; il y a peu d'années, il a 
passé, malgré son âge, toute une nuit auprès de M. Marcel Bertrand, 
malade de la fièvre typhoïde et dont la vie était en danger. Un jour, 
me voyant mauvaise mine, il m'a amené dans un coin de la salle 
qui précède la salle des séances pour me lâler le pouls et me faire 
une ordonnance. Je n'en finirais pas avec les souvenirs pleins de 
regrets qu'il me laisse, et qui remontent à plus de 5o ans lorsque 
nous nous rencontrions, tout jeunes l'un et l'autre, à la Société 
Philomatbique. Je m'arrache à ces regrets pour vous faire la con- 
fidence que, cédant à la paresse, je prépare si insuffisamment mes 
leçons que, pendant la nuit, ma conscience se réveille, me poursuit 
au point que j'allume une bougie pour faire un bout de calcul. J'ai 
eu un impérieux besoin d'une limite supérieure de '—. pour m 
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entier. C'est dans cea conditions anormales que j'ai rencoiilré 1 
relations 



ce qui a lieu aussi pour ni quelconque. Mais j'ai inutilement 
cherché un moyen pUis élémentaire pour l'obtenir. A quoi bon, 
demanderez-vous, cette limitation? Si vous en aviez quelque peu la 
curiosité, je vous expliquerais que j'en conclus les propriélés de la 
fonction de Jacob BernouUi S„(.r) =: i" + 2" + . . . -f- {/? — i)", 
{ — i)"S„_i{x) par exemple étant positif entre les limites a^ i= o, 
x^=- 1 el n'ayant qu'un seul maximum pour x-= -, ( — [)"Sa„ .i{x) 
n'ayant que la racine ;c = o dans le même intervalle, nugœ ana- 
lyticœ. 

Ne vous préoccupez aucunement d'agir sur M. Berson; le point 
essentiel pour moi est obtenu puisque je puis donner à M. Landfried 
la certitude que son mémoire sera publié dans les Annales aussitôt 
qu'il sera possible. 

Soyez assez bon, mon cher ami, pour ne pas me faire attendre 
vos nouvelles, et veuillez croire toujours à mon afi'ection la plus 
sincère et la plus dévouée ( ' ). 

408. — HERMITE A STIELTJES. 



P' P' 
'P'P* 

|ii«s de 5o ans, de me préi 



(') Nale manuscrite de Slieltjes 
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et aussi de me désespérer. Le point de vue auquel je me lîuis trouvé 
conduit, d'envisager pour toutes les valeurs positives des constantes a 
et p, la série des minima de la forme ternaire 

relatifs à des valeurs entières des indéterminées, donne bien, à la 
vérité, les résultats de Dirichlet obtenus par une autre voie. Mais 
ce quej'ai surtout, comme vous, désiré — un algorithme régulier qui 
permelle d'arriver pratiquement à ces valeurs entières, au moyen 
de la réduction continuelle de la forme quadratique à coefficients 
variables — m'a échappé, La question est certainement d'une grande 
difficulté, mais, il me faut l'avouer, j'ai manqué de persévérance; 
j'aurais peut-être réussi à force de travail. De mes efforts, il ne me 
resle que de lointains souvenirs, presque effacés maintenant, avec 
des regrets qui persisteront toujours, .le m'étais figuré devoir pé- 
nétrer dans le monde des irrationnelles définies par des équations 
à coefficients entiers F(a:) ^ o en étudiant les circonstances de la 
réduclion continuelle de la forme Va, inod^(,r -i-x/y + x^z + ...). 
Xi désignant les racines de cette équation, par exemple dans le cas 
des équations abéliennes, mais vous pouvez voir dans une thèse de 
M. Charve, professeur à la Faculté des sciences de Marseille, à 
quel immense labeur, pour le troisième degré seulement, on se 
trouve conduit. Je n'ai fait qu'un premier pas, en reconnaissant 
qu'un nombre fini d'opérations suffit ; il aurait été indispensable de 
pouvoir les elfectuer. Les recherches d'Arithmétique exigent abso- 
lument des exemples où l'observation puisse s'exercer; autrement 
on reste dans le vide, ce qui m'est arrivé pour mon malheur. Ktle 
malheur m'a poursuivi, m'élant jeté du côté de l'Algèbre dans ma 
lettre à M. Pincherle dans l'espoir de m'éclairer, je n'ai encore 
trouvé qu'une déception dans l'Algèbre. D'autres sans doute seront 
plus heureux, je ne serai plus sans doute pour applaudir à leur 
succès; je serai parti laissant comme dernière trace de mes elforts 
une lettre à Borchardt dans le yoHrnaZ (/e CreWe, t. o3, p. 182. 

En espérant que vous en tirerez peut-être le sujet d'une leçon à 
vos élèves, voici ce que j'ai dernièrement fait à mon Cours, sur la 
fonction de Jacob Bemoulli, avec tous les détails pour ne rien 
vous laisser à faire. 
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39' 


Soit /{x)='-^^. On a /(i + i)- 


-/(^) = 


.-; 


posant 


donc 








<■> Ciiri„s.{«)+^s,{»)+...+ - 


"" S,.(. 


*•). 




011 en conclut 








S„(3^ + l)-S„(^)=3:' 








et, en remarquant que S„(o) ~ o, 








S„(^) = i''+'i'> + ...+ (,r- 


-1)", 







Ceci posé, je me propose de former le développement suivant les 

puissances de a de la quantité et, à cette occasion, je fais 

la remarque suivante. Soit, en général, une série quelconque 
(2) s = X,+ ^+^+...+ Ji21^+..., 

si on la multiplie par l'exponentielle e'^-^, les coefficients des 
puissances de a seront des polynômes en x dont les coefficients 
s'expriment linéairement en Xo, À,, /a, .... Cherchons ce que 
deviennent ces polynômes en remplaçant X, par la puissance X'; il 
est clair qu'il faut alors faire S = e^^, d'où S e"^=^ ea+x)a^ ce qui 
donne (X + x)" pour le coefficient de a". Inversement on trouvera, 
si l'on change X' en X,-, le produit de la série (a) par e"^. l'osons 
maintenant 

a _ _a _B^ , (— ii"-iB„ ^^^ 

B), Bj, ... seront les nombres de Bernoulli; je ferai Xo^i, \^=^-, 
Xi/+| ^ o, Xî,-= { — i)'B,-; le changement de X,- en X' trjnsformera 
cette série dans l'exponentielle e''", et le produit — ^— — a deviendra 



irque précédente p 
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d'où 

en changeaiiL les puissances de X comme il vient d'élrc dit. On a 

s.._,(,) = "^':;;~''" , s,.^(.,.'^^'^--_^; '■'"-'. 

mais il faul prendre X^"~' := o, il vient donc 

d'où la relation 

Une autre remarque encore, ,1'ai posé — = e)" ; il vient donc 

en changeant « en — a 



et, par conséquent, e^"^= e""'*+"''. Multipliant par e"^, j'en tire 

d'où 

(X + a^)«=(-I)"(X-n-a^)''. 

De là résultent les relations importantes 

Mais j'arrive à mon principal objet. 
Soit, entre les limites :c :^ o et .r = 1 , 



la relation qui vient d'être obtenue montre qu'il faut prendre 
Bm^ o et voici comment s'obtiennent les coefficients 



= r Si„_,(a^)rfj:, A™=3 r St„.., 
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Je recours à la formule éléiuenlaire 



/{x) étant un polynôme entier, et où l'on a 



je supposerai f{x) =: Sa„_, (a;) et j'observerai qu'aux limites, à 
cause de « ,= 2 /ht:, le second terme seul subsiste, de sorte qu'on a 

Dans cette expression, tous les termes (), + i)' — ">.' s'éva- 
nouissent à l'exception d'un seul, lorsqu'on a i ' = 1 . C'est ce que 
montre l'égalité employée tout à l'heure è^-"^ ^-(i+ifa^ quj donne 
la condition (), + 1)'^ X', lorsque (' est un nombre pair, puis 
(X-Hi)'^^ — A' et, par conséquent, (\-\-\)'^=.o avec V=o,en 

supposant i impair. Ce terme à employer \„-l ^ pour 

et l'on en conclut 



A,„ = (-()■ 



Quant à Ao, l'intéfc'rale définie 
donne immédiatement 



et nous parvenons à la série cherchée 

Soil d'abord x^o, le premier membre s'évai 
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tire 

ce qui permet d'écrire 

ou bien 

On en conclul. que (— i)"S2„_,(a:) est positif de x = o à ,r = i, 
Soit ensuite 

j'établirai que cette quantité posilive a son maximum pour ^ _^ - 
comme il suit. 

Changeons ^^ en - + x, il vient 

puis 

ce qui donne 



Vous voyez que d'après la relation ^'"""^ <; m la partie souï 
tractive a pour limite supérieure la série 



de sorte qu'à partir de n — 2 on obtient 



dbjGoogle 



la quantité qui imilti|)lie mn^-ax étant positive. Celait 
essentiel à établir; enfin j'ajoute que de l'égalité 

je tire la formule 

(- „• s,.-,(») = '■ ■;:,■;::' ' ("— ^ ^ ^- 

et que de la relation 

^^^ < "'. 
on conoliU 



Ê, t' étant, en valeur absolue, moindres que l'unité. La fonction 
(— i)" Sî„_a(.r) se comporte donc comme sinanic et ne s'évanouit 
que pour x ^: - , entre les limites zéro et l'unité. 

Le procédé que j'ai employé pour arriver aux développements 
trigonométriques permet aussi d'obtenir la formule de Mac-Laurin 

J" /,»)rf,= l|/(«)_/(,ii_i|/'(,)-/'(o)j 

+ l7""r.''-r.', i/"-"")-/'"-''°'i 



*ZTr\ir^,f /'""(«os,,-, (»)</», 

en Inlégrant par parties l'expression 

entre les limites zéro et l'unité, ce qui se fait par un calcul facile. 

J'aurais bien voulu avoir plus tôt votre démonstration excellente 

de l'inégalité —^ — - <; m, pour la joindre à celle que j'ai donnée 

pourle cas de m quelconque encherchantle maximum de ^—: (')■ 

(') Cu passage monlre qu'il manque une Jeltre de Stieltjes entre le 2» avril et 
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Ce maximum s'obtient en posant langmx =: m tang^, bien entendu 
entre x = o et a' =- ■ tc. On a donc 



Il suffit maintenant d'observer, à l'éçnrd du flénominateur, 
qu'on a _..^_^^_ 



pour«/<,. 

J'ai célébré dans ma dernière leçon votre conception de logr(aT) 
comme fonction uniforme et holomorphe de la variable, dans tout 
le plan, avec la partie négative de 1'as.e des abscisses comme cou- 
pure; vous voyez l'usage et le profit que je fais de vos idées. 
M. Kronecker me disait en dînant à Flanville, où j'ai eu sa visite, 
que nous avions la tête faite de la même manière; je crois que s'il 
vous avait connu, le binôme aurait été changé en trinôme. 

Adieu, mon cher ami, et veuillez toujours croire à mes senti- 
ments de la plus sincère et de la meilleure aliection. 



409. — STIELTJES A HEBMITE. 



Cher Monsieur, 

Je vais répondre immédiatement à votre lettre; peut-être 
qu'ainsi ma réponse vous trouvera encore à Paris. Mille remercî- 
ments pour votre analyse concernant la fonction de BernouUi 
dont je profiterai certainement pour une de mes leçons. Mais, 
puisque vous démontrez directement que 
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a le même signe qne siiiam: ei que c'est là, à un facteur près, la 
dérivée de 

f'(^) est positif dans l'intervalle o<; ^ ■< -» et la considération 
directe de tff -1 — f( — \-se) ne semble point nécessaire, j'ajoute 
que ( — i)" Ss„_j(^) n'a qu'un seul maximum dans l'intervalle 
(o,-l. parce que la seconde dérivée ( — 1)" Sj„_j(x) est cons- 
tamment négative; en effet, celte seconde dérivée est, à un facteur 
près, =^S2„_i(^), c'est-à-dire une fonction de la même espèce. 
Mais cela est bien connu. 

A l'égard des fractions p^. -p > je vons avouerai que je n'aj point 
la prétention d'éclaircir un sujet aussi difficile par la réflexion et 
par l'imagination seules. Je procéderai comme les naturalistes, en 
appelant au secours V observation. Pour le moment donc, je fais 
des calculs numériques, assez laborieux, en cherchant toutes les 
fractions convergentes pour quelques cas particuliers jusqu'à 
P;z^20o et P^^Doo. EncoFC faut-il savoir ce que sera un système de 
deux fractions convergentes. J'incline à croire qu'il faudra admettre 
aussi dans le Tableau les fractions a =; -g- -(- =^ de la théorie ordi- 
naire des fractions continues, en y ajoutant la fraction -jj- qui 
approche le plus de b, mais donc l'approximation sera alors seule- 
ment de l'ordre p- De même pour b. A. ces calculs j'en ajoute 
encore d'autres concernant ta distribution dans l'intervalle (o, i) 
des fractions na — C{na), nb — C{nh). C'est seuleinent lorsque 
j'aurai amassé de cette façon un grand malériel que je pourrai 
commencer à travailler sérieusement sur cette matière. Je ne sais 
point du tout si cela me mènera à quelque chose, mais je veux en 
avoir le cœur net. Ces jours-ci, il faut le dire, je n'ai pas poussé 
beaucoup mes calculs, ajant dû employer toute mon énergie à la 
rédaction de mon travail sur les fractions continues. 

Ce travail s'achève doucement, mais j'en ai bien encore pour 
trois ou quatre semaines, et j'aurai mis plus d'un mois pour ce 
qu'autrefois, j'aurais achevé en dix jours. 
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Je me porte bien et je crois mémo que je fais des progrès, 
grâce aux bons soins dont je suis entoure. J'espère vivement que 
vous tirerez le plus grand bénéfice de votre séjour à Flanville. 

affectueusement dévoué. 



Croy 


«-moi 


bi. 


en votre ati 


P.-S. - Pou 


ir montre 


r que —^ 


drant, j'écris 








u. 




È) 


_, , tangi 


en STipposant 








i ^' 


«>o, 




l>^>o, 


ians6>», 




sina<a, 


t.n|(« + S)^ 


* 




c'est-à-.iir 






- HERMITE A STIELTJES. 



Mon cher Awr, 

Je me sens tout jojeus de vous savoir en si bonne disposition 
que vous vous transformez en naturaliste pour observer les phéno- 
mènes du monde arithmétique. Votre doctrine est la mienne; je 
crois que les nombres et les fonctions de l'Analyse ne sont pas le 
produit arbitraire de notre esprit; je pense qu'ils existent en 
dehors de nous avec le même caractère de nécessité que les choses 
de la réalité objective, et que nous les rencontrons ou les décou- 
vrons, et les étudions, comme les physiciens, les chimistes et les 
zoologistes, etc. Je viens d'observer que 

d'où l'on tire 
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donne l'égalité 

L'intégration se fait iininédiatement et il vient ainsi 



On en conclut la série 



puis, au moyen de l'égalité 

log r( a) = (^a - i) log« - « -1- iogv'^ + J (a), 
cette expression qui a attiré nion attention 

Vous rapporterez à l'observation du fait, la remarque suivante, 
qui en est la conséquence immédiate. 
Soit 



On aura A„ -t- A., + . . . + A„ = o et, le premier membre ne 
changeant pas quand on remplace x par — n — x, les numérateurs 
des fractions simples satisfont aux conditions A,^^ — A„_„ 
B,= B„_,-{i"^o, I, 3, - .., n). 

Soit maintenant 

N = Bi,-t-B, + ...-t-B„, 
Go = Ao, Gi = A„+ Al, .... G„_, = A„-H A, + . . . + A,_,. 
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Je pose encore 

Ho = N — B,,, 

H, = N— B„-B,, 

n„_, = N — B„— B, — ...— B^,. 
Cela ét.atil, on obtient facilement 

ND|logr(^)= ^ +^ +...+ _^ 

H„ Hi H, 



El ceci me ramène aux fractions continues. Vous voyez que le 
groupe des fractions simples représente la fonction D'^io^T(œ), 
an3 ternies près en — r — -- Mais j'ai tout lieu de croire qu'il ne faut 
nullement se borner aux fractions convergentes dont le dénomina- 
teur est (p^(x); on aurait, effectivement, un résultat analogue en 
partant de la décomposition en fractions simples de — ^ — - au lieu 

Avec l'espoir que vous pourrez peut-être entretenir les élèves de 
Toulouse de ces considérations absolument à leur portée, et que 
nous deviendrons collaborateurs de renseignement, en vous appre- 
nant aussi qu'il me reste encore quelques leçons à faire avant de 
passer la main à M. Painlevé, et de partir pour Flanville, je vous 
exprime, mon cher ami, tous mes voeux pour que vous n'ayez plus 
d'autre médecin que les soins dévoués de M'"' Stieltjes, avec le 
bonheur d'être auprès de vos enfants, ainsi que l'assurance de 
mon affection la plus sincère et la plus dévouée. 
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CheU MoMSiEUR, 

Vos développements concernant Dj; logT (^) m'intéressent beau- 
coup; vous savez que je me suis occupé à plusieurs reprises de ce 
sujet et de J(i2). Je me figure toujours qu'il reste à trouver là 
quelque chose d'essentiel et je reviendrai encore à l'assaut. 
Laissez-moi vous indiquer la petite remarque que voici : ■f{x) 
étant un polynôme de degré n, la somme 



doit être regardée comme étant de l'ordre -- ,;_ \ (et non de 

l'ordre — J comme / — — ■• N'y ayant pas fait atlenlion, je me 

rappelle avoir été conduit à des contradictions dont je ne voyais 
pas la source tout d'abord. Je crois voir une trace de celte inad- 
vertance dans votre lettre, et c'est pourquoi je vous avertis afin de 
vous éviter des ennuis possibles. 

Mon mémoire sur les fractions continues est maintenant fort 
avancé; il ne reste plus qu'à ajouter quelques chapitres un peu 
accessoires; tout l'essentiel est fait et, d'ici quinze jours, j'aurai 
fini. 

A part celle rédaction, je ne fais presque rien d'intelligent; les 
calculs numériques sentent un peu la main-d'œuvre. Aussi dans 
cette pénurie je n'ai guère rieu à vous dire que la petite remarque 
suivante qui m'est passée par la léte. 

Dans les premières pages de son mémoire sur la série hyper- 
géométrique, Gauss se sert de l'artifice suivant : Pour montrer 
qu'une quantité P„ qui croit toujours avec /î (n = i, a, 3, , . .) 
tend vers une limite finie, il remarque qu'il existe une quantité Q,i 
telle que Qn>- P«, mais qui va toujours en diminucuit. 

J'ai eu l'idée d'employer le même artifice pour prouver le 
théorème élémentaire suivant : 
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La série n, + «a + «3 + . . . à lerma positifs^ él»ïil conver- 
gente, le nombre 

p„=(i^„,)(' + «s)...(n-a„) 

lend pour n = xi vers une limite finie. 
Je prends un nombre k^i et je pose 

Q, = [1 + /c(«„^. + «„+,+ «„+, + . . .)] P«- 
On a évidemment Q„>- P„ et ensuite on trouve 

Or A" étant >i il est clair que 1 — A- + A-(«,i_^aH- (î„+s+- ■■) 
devient constamment négatif dès que n surpasse une certaine 
limite. Donc les Q„ finissent par décrotlre constamment et les P„ 
tendent par conséquent vers une limite finie. 

Je vous exprime mes meilleurs vœux pour que vous vous trou- 
viez bien de votre procliain séjour à Flanville; crojez-moi Lien 
votre affectueusement dévoué. 



- HEHMITE A STŒLTJES. 



Mon cher Ami, 

Mes plus sincères remercimenls pour votre belle assistance qui 
me sauve du naufrage et me retire des abîmes de l'erreur où m'a 
fait sombrer mon inadvertance. Ce n'est pas, hélas ! la première fois 
et ce ne sera pas la dernière que j'aurai à pâtir de mon inattention, 
et j'ai en plus le regret de ne pas vous apporter mon concours dans 
une mesure quelconque pour le grand travail sur les fractions con- 
tinues auquel vous vous consacrez maintenant et que j'apprends, 
avec grand plaisir, être en voie d'achèvement. Je ne renonce pas, 
cependant, à y venir plus tard, pour l'étudier à fond, comme tant 
d'autres de vos recherches que je ne cesse d'avoir en vue, me lais- 
sant attirer et captiver par le charme de votre analyse. Ainsi 
de J(a), qui vient de m'occupfer à l'occasion de mes leçons et m'a 
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huggéi'é la remarque suivante. En parlant de la formule 

fvY-dx -= UV— VU' -H f\fj"dx, 

je suppose U = 3; — x-,Y^F(a + x) et je prends x^^o etx = i 
pour limites des intégrales. On obtient l'égalité 

d'où l'on tire 

l!(a-^>) + F(a) = 2f F(« + ;r)rf^+ f (^ - .r=) F"(« -h^) rf.r. 

Cela posé, soit F(x) = logr(^) et J l'intégrale de Raabc, 
/ logr(a J-a-)-:/*; = rrloga — n + log^/a^, cette égalité nous 
donne 

logr(«) = J^l!oga + J(«), 
en posant 

J(«)^l I' (:r— a^!)D^logr(<i-!-r)(/3-, 

et met immédiatement en évidence que la quantité J — -loga est 
l'expression asjmplolique de logr{«). Il suffit, en effet, de savoir, 

soit par la série 

soit par la formule 

que D-logr(a^) est toujours positif, ce qui permet d'écrire 

5 étant compris entre les limites zéro el l'unité, et en employant 
le maximum de ; — ;-, 
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Pour trouver j'ai recours à la relation dont ïous avez fait 

usage 

En posant, pour abréger, 'f (a?) = D^logr(a + x), elle donne 

Cela étant, je remarque qu'ajanl, 
on en eonclut 

fjuantilé qui varie en décroissant lorsque x croit de o à -■ La dé- 

-, IV /■" r'e''J'(e*J' — eii-ï)y) . , ., 

rivee est, en ellel, / ^ — ^ — ■ — ay et, y étant negalil, 

on a ey — i<o et e-'y — el'~^'J>o en supposant :e <C i — x, 

c'est-à-dire x <i -• On a donc, dans Tiniégrale, le produit de deux 

fonctions, dont l'une est croissante et l'autre décroissante entre 

les limites; le théorème de M. Tchebycheff donne par conséquent 

= n Ç ix-x^)J <f{x}dx^-~ 



L'expression de J(«) conduit facilement à la formule de Binei, 
en développant en série logr(« 4-ic), ou plutôt logr(«-r i — -t) 
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suivant les puissances croissantes de X. Mais on a 
d'où celle expression 



En vous priant, de la part de M"° Hermite, de vouloir bien 
annoncer à M"" Slieltjes la naissance de Charlotte Petit, ce qui 
me fait bisaïeul, et en espérant que le froid de ces derniers jours 
que nous avons vivement senti ne vous aura pas été nuisible, je 
vous renouvelle, mon cher ami, l'assurance de mon affection la 
plus dévouée. 

413. — STIELTJES A TiETIMITE. 



Cher Monsiede, 

Recevez d'abord, avec M"'" Hermile, nos meilleures félicitations 
à l'occasion de la naissance de votre arrière-petite fdle CharioUe. 
11 n'est pas donné à tout le monde de voir ainsi la troisième géné- 
ration et nous nous réjouissons à vous savoir parmi les privilégiés. 

J'ai en même temps à vous annoncer une bonne nouvelle de ma 
part, d'une nature bien différente d'ailleurs. C'est simplement que 
j'ai fait remettre aujourd'hui même à M. Berson le manuscrit de 
mes recherches sur les fractions continues. Je vais m'octroyer 
maintenant un peu de repos et je ne sais trop ce que je ferai 
après. Il me vient quelquefois des velléités (velléiludes) pour des 
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<!ludes sérieuses; malheureusement pour moi, la sagesse consiste 
probablement à y renoncer et à me résigner. 
Votre formule 



me jette dans les plus grandes perplexités. Je soupçonne presc[ue 
qu'il s'est glissé quelque inadvertance mais je ne la trouve pas en 
«e moment. Voici la cause de mes inquiétudes. Dans le second 

membre le seul terme —: — ^log est une fonction non uni- 

forme : tout le reste est uniforme. Or, on doit avoir des deux 
côtés de la coupure, pour a^ — ^ « + ç, /i entier positif, o < 5 •< r , 

^yoir formule (i i) de mon mémoire dans le Journal de Jordan]. 
Or cela ne correspond pas du tout avec la formule donnée; on 
trouverait o, au lieu de aTtfl - — H. 

J'ai complètement tort; je viens de reconnaître mon erreur qui 
est due à ce que je n'ai pas fait attention au domaine de conver- 
gence de votre série, qui est d'une forme très compliquée, mais 
qui ne doit pas permettre d'approcher de la coupure ainsi que je 
l'ai fait. Soit »î;=20 + 2/î + i; la formule de Gudermann s'écrit 

o„,s;i»,|>,, 

= iy : + iy ' 



7Z.(2<.H-anH 
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Ici \^ ; r^> ■ ■ ■ sont des fonctions uniformes. Je pour- 
rais donc faire le même reproche à cetle formule qu'à la vôtre; 
mais voici comment tout s'explique. La formule n'est convergente 
qu'en supposant ]m[ >■ I pour toute valeur de /i;::^o, i, 2, 3, .... 
Or une discussion facile montre que a doit être alors en dehors 
des cercles de diamètres i décrits sur les diamètres s'éten- 
dant de oà — 1, de — i à — 2, de — 2 à — 3, C'est seule- 
ment dans ce domaine assez bizarre que la série est convergente. 
Vous voyez qu'on ne peut pas s'approcher de la coupure, et 




mon objection esi mil lui [ < \:> iiu'uif. Sans doute, pour 
votre série, le domdjnf de i.on\ei^encc est de forme similaire 
et ainsi s'explique mon eiieui Mais vous voyez bien en même 
temps que ces seiies, quoique de foimes assez simples, ne sont en 
réalité pas aussi simples si l'on fait attention à la forme bizarre 
du domaine de convergence. Il est peut-êti'e bon d'appeler l'atten- 
tion sur cette forme singulière du domaine de convergence. 

Croyez-moi toujours votre afl'ectueusemcnt dévoué. 



- UERMITE A STIBLTJES. 



Mon cheb. Ami, 

Votre mémoire sur les fractions continues est une œuvre analy- 
tique d'une importance capitale et j'apprends avec la plus grande 
satisfaction qu'elle va s'imprimer et être prochainement publiée. 
Comme d'autres de vos productions, elle sera un stimulant pour 
mes recherches et je me joindrai à ceux qui s'engagent après vous 
dans la voie féconde que vous avez ouverte. Buffon rapporte qu'il 
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a prolonge jusqu'à 3o ans l'existence d'un certain cheval en le fai- 
sant travailler tant qu'il a pu produire vin léger effort; vous ferez 
comme le grand naturaliste et moi peul-èlre comme le pauvre 
cheval. Pour vous y encourager, je reviens à J(a) en vous remer- 
ciant de votre remarque lumineuse sur le singulier domaine de 
convergence de la série de Binei; j'ajouterai quelque chose à tirer 
peut-être de l'égalité 

logr(«}=.(«-i)log«-« + log/^+iy ix-x^}f'(a^^)d^. 

où <s(x)^= \ogT(x). Soit pour ahréger 

^(«) = /«_ Ij loga — <ï + logv^2T>; 

on aura plus simplement 

on en conclut 

et, par conséquent, 

On peut obtenir sous forme explicite la quantité 

el trailer comme la précédente l'égalité 

au moyen de celle-ci 

9"'(a)=^"-{ai)+ '- j (x~x^)f{a + a!)dx. 
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Soit alors 

nous trouvons ainsi 

De là résulte de proche en proche une expression de logr(a) par 
les quantités ^i{a), 'i'j(a), '{'a(«)i etc., où l'argument figure sous 
forme rationnelle, avec log qui sera le seul terme transcen- 
dant, el un lerme complémentaire se réduisant de suite à une inté- 
grale simple. On a, en effet, en me bornant à l'égalité (i), 



<f'"(a-h3;-i-j'-hz)^ 
et il suffit de la formule 



^j:}^^=^^. 



/(»-»■)«'£<'*-- j, 



J, >----'-— 

pour obtenir 

En allant de l'avant machinalement je suis donc amené à joindre 
à J(a) 

c'est-à-dire (m'apercevant en ce moment d'une inadvertance) 



,,<„.£ rf!(i^i)iH 



La question serait alors d'obtenir une limite supérieure — j— 
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comme je présume (l'intégrale multiple serait, je crois, le meilleur 
moyen d'y parvenir) ; mais sans y avoir beaucoup réfléchi, j'y re- 
nonce à cause du peu d'élégance de la valeur approchée delogr(«), 
la simple formule de Stirling me paraissant bien préférable. Et cette 
question est la seule, car en appliquant à la quantité sous le signe 
d'intégration le théorème de M. Miuag-I--effler, on voit que la 
série infinie des fractions simples est la même quel que soit n, la 
partie entière étant un polynôme en é^ divisé par une puissance 
de S, dont l'intégration reproduit ce que j'ai tiré d'abord de '\{a.), 

M. Pincherle m'a envoyé deux mémoires sur la théorie des frac- 
tions continues qui avoisinent peut-être vos recherches; je vous 
les ferai parvenir si vous ne les avez pas reçus déjà de l'auteur; 
mais, devant répondre à son envoi accompagné d'une lettre bien- 
veillante, je vous renouvelle une prière que je vous ai déjà faite 
une autre fois, en vous demandant, parce que je l'ai entlèremenl 
perdue de vue, une remarque que je vous ai écrite il y a quelques 
mois, faisant suite à mon article des Annali, et que je voudrais 
bien lui communiquer. Je vous rendrai promplement, pour peu 
que vous y teniez, la lettre contenant cette remarque maintenant 
sortie de ma mémoire, et qu'il me faudrait faire grand effort pour 
retrouver. 

En vous esprimant, mon cher ami, l'espérance de recevoir i.lc 
bonnes nouvelles de votre santé, et en vous priant aussi, en mu 
qualité de bisaïeul, de dire à M"" Stieltjes que Charlotte Petit 
va bien et a été ondoyée, je vous prie de me croire toujours votre 
affectueusement dévoué. 



- HEBMITË A STIELTJES. 
(Carte postale). 



L'expression de i„{a) pai- -^;^ est entièrement fautive et doit 
être remplacée par ~ — ' " — ^^ — - où 8 est indépendant de n. 
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Je viens de reconnaître l'erreur en remarquant que 
ce qui donne, en évaluant l'intégrale, 



L'expression de !ogr(«) avec le terme complémenlaire !«(«) est 
donc entièrement différente de la formule de Stirling, ce ternie 
ayant pour limite zéro, quel que soit a, lorsque n croît indéfini- 
ment. 



416. — STIEl.TJES A flERMlTE. 



Cher Monsieur, 

Vous trouverez, ci-joint, la lettre du 2(i janvier que vous m'avez 
écrite et qui est sans doute celle qui contient la remarque dont 
vous voudriez parler à M. Pincherle. Je suis un peu fatigué et peu 
propre au travail en ce moment, ce qui me contrarie beaucoup, parce 
que je suis hanté par une idée qui pourrait conduire à une appli- 
cation importante des recherches sur les fractions continues que 
j'ai terminées. C'est un heau mémoire de M. Poincaré sur les 
équations différentielles de la Physique mathématique (dernier 
Bulletino de Palerme) qui m'a remis sur cette voie. Depuis 
longtemps j'avais un vague sentiment que les fractions continues 
avaient (ont) un rapport avec ce sujet et devaient (doivent) inter- 
venir. Aprésent cela me semble très probable et, en même temps, 
bien remarquable. Il s'agit simplement de ceci : on a construit une 
certaine série F — Cn+ c, ^ + Cï^*+ CaÇ^-l-. . . avec des Ck positifs 
— ~ >■ — ^1 lim-^ ^"hik =cc). On sait donc seulement que la 
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série est convergente et que la fonction F existe pour | î | < ■<■■ Mais 
il s'agit d'étendre le domaine d'existence de cette fonction, de 
reconnaître qu'elle existe dans tout le plan et y est méromorphe. 
11 suffit, dans certains cas, pour cela, de la réduire en fraction con- 
tinue 



II arrive que la fraction continue est convergente dans tout le 
plan et montre ainsi le caractère de la fonction F. Ceci n'est qu'un 
aperçu fort imparfait. 

Mais, pour tirer cela au clair, il me faudrait encore beaucoup de 
réflexions el d'études dont je suis peu capable. C'est pour cela 
aussi que je me réserve de vous faire part plus tard seulement des 
remarques que me suggèrent vos développements sur J(di) el 
J,(o). 

Ce que vous dites des mémoires de M. Pincherle sur les fractions 
continues excite naturellement beaucoup ma curiosité et vous 
me feriez, en effet, un très grand plaisir si vous vouliez (voudriez) 
me les faire connaître. Maintenant je dois vous parler encore d'une 
autre chose. En revenant de Paris, M. Baillaud est venu ine voir et 
m'a dit que c'était l'opinion de mes amis à Paris que je ferais bien 
de présenter mon travail sur les fractions continues à l'Académie 
pour qu'on en fasse un rapport. Je suivrai volontiers ce conseil el 
c'est ainsi que M. Baillaud doit avoir en ce moment mon manuscrit 
pour en faire faire une copie qu'il me remettra et que j'enverrai 
alors à Paris. Mais comment faut-il procéder, vous voudrez bien 
me donner votre avis sur ce point. Je vous dirai, cher Monsieur, 
que vous ne savez peut-être pas quelle besogne vous avez mis sur 
les bras de celui qui devra faire le rapport, je crains bien que mon 
mémoire soit (est) assez difficile à lire : c'est un morceau de logique 



Veuillez bien me croire votre affectueusement dévoue. 
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Chf.h MoKsiRun, 

J'ai reçu le mémoire de M. Pincherle que vous m'avez envoyé; 
recevez tous mes re merci me nts, mais ce n'était pas si pressé que 
cela. Mais je n'en parlerai pas, de ce mémoire, ayant trop de 
choses à dire. 

Hier j'ai vu M. Baillaud et il m'a dit qu'on avait copié à peu 
près la moitié de mon mémoire, (Le manuscrit se compose de 
1 13 grandes pages et je dois y ajouter une Noie de 6 ou y pages.) 
Je vous avouerai que je me suis engagé un peu à la légère dans 
cette affaire de la présentation de ce travail à l'Académie. Lorsque 
M. Baillaud me l'a proposé aussi au nom de M. Darbous, j'ai dît 
oui, sans réfléchir beaucoup et j'en ai presque des remords. Mais 
me voilà pris dans l'engrenage et je ne peux plus reculer. Je pense 
que j'aurai la copie dans une semaine; je ferai en sorte que l'ex- 
trait pour les Comptes rendus soit (sera) prêt aussi alors ; je pense 
donc que vous aurez le tout au plus tard le 1 5 de ce mois. J'accepte 
de tout mon cœur la Commission que vous me proposez, mais, cher 
Monsieur, si je suis flatté que vous vouliez bien me faire l'honneur 
de présenter mon travail à l'Académie, je vous dirai que la pensée 
que vous voudriez aussi vous charger de faire le rapport me fait 
beaucoup de peine. Cela ne vaut vraiment pas la peine et, si je me 
llatte que certaines parties de mon travail vous intéresseront, il 
n'en est pas ainsi pour d'autres parties, bien pénibles. 11 figure 
dans mon théorème fondamental une fonction simplement crois- 
sante mais qui, à cela près, n'est assujettie à aucune autre condi- 
tion restrictive. Elle peut ainsi avoir des sauts brusques dans tout 
intervalle. Vous comprenez que cela doit être chose délicate, 
d'abord de définir une telle fonction, ensuite de montrer qu'elle 
jouit de certaines propriétés. Je crois avoir réussi à exposer ce 
sujet à peu près aussi clairement et simplement que comporte la 
nature du sujet, mais cela n'empêche pas que c'est bien dur. Et 
cependant, Monsieur, je ne serais pas mécontent d'être contrôlé 
sévèrement, car, si j'ai pleine confiance dans mon analyse, cela ne 
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se fonde que sur le souvenir. Je me rappelle que, lorsque j'ai rédigé 
cela, je me trouvais bien, avec l'espril lucide; j'y ai apporté un 
soin infini. L'expérience m'a appris que, dans ces conditions, il 
m'arrive bien rarement de me tromper. Mais à présent je n'ai 
qu'un souvenir très confus de cette démonstration, et je serais 
bien embarrassé de (à) la retrouver sans mon manuscrit. Après tout, 
on est faillible et vous comprenez qu'un contrôle n'est pas inutile. 
N'est-il pas arrivé aussi à M. Poincaré de s'être trompé d'abord sur 
quelques points lors de son mémoire couronné de Stockholm. 
Eh bien ! ce métier d'éplucher ces choses délicates n'est point digne 
de vous et ne vous convient pas. Aussi, si vous persistiez à vouloir 
\ ous charger du rapport, vous laisseriez de côté ces points délicats ; 
j'en resterai seul responsable. Mais, Monsieur, je viens de m'aper- 
cevoir que mon mémoire doit avoir aussi certains rapports avec lu 
question de Physique mathématique traitée dernièrement par 
M. Poincaré, Dès lors je crois que mon travail peut avoir un inté- 
rêt pour lui et il me semblerait alors naturel que ce soit lui qui fasse 
(ferait) un rapport qui du reste pourrait être bien court; après 
tout, mon travail n'a pas l'importance que vous y attachez; je crois 
que tout l'intérêt en consiste en ce que j'ai complètement traité 
un sujet un peu limité. Et enfin, c'est bien ce que j'ai fait de 
mieux et je ne serai plus capable d'un tel effort. C'est aussi un 
travail qui est bien conforme à mon tempérament, cela dénote une 
persévérance et une patience très grandes; ce n'est que de cette 
jnanière que j'arrive à faire quelque chose. 

Je vous ai dit maintenant franchement mon opinion; à vous de 
décider. Mais, je le répète, je frémis à l'idée de vous avoir donné 
(causé) tant de peine. Veuillez donc bien diminuer mes remords 
autant qu'il est possible. 

^ otre bien afi'ectueux dévoué. 



P.-S. — J'ui oublié, dans ma dernière lettre, de vous demander 
de (à) vouloir bien me restituer voire lettre de janvier. 
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MoK CHER Ami, 

Votre mémoire est arrive juste à point pour que j'aie pu le 
remettre à M. Bertrand, ce que je viens de faire il y a un moment, 
sans me réserver, parce qu'il aurait fallu trop en prendre, le temps 
nécessaire pour le lire. Il m'a semblé, après j avoir réfléchi, qu'il 
convenait de le renvoyer à l'examen de la Section de Géométrie, 
au lieu seulement de quelques membres et c'est ce que j'ai 
demandé à M. Bertrand; je l'ai prié aussi de ne pas être rigou- 
reux pour le cas où l'extrait destiné aux Comptes rendus excéde- 
rait les limites réglementaires, afin de n'être pas obligé auK sup- 
pressions que vous avez indiquées comme possibles. Je n'ai pas 
besoin de vous dire avec quel plaisir j'ai lu les beaux résultats que 
vous avez donnés sur la transformée delà série Co-t-Ci^ + C2.r'-|-... 
par la fraction continue ^—r — M. Picard, qui est parti 



depuis quelques jours se promener en Bretagne, m'avait déjà 
témoigné son grand intérêt pour vos belles recherclies; aussi j'avais 
cru qu'il était bon, si occupé qu'il soit, de l'adjoindre à la Com- 
mission, d'où, comme conséquence, la convenance de prendre en 
même temps M. Jordan, c'est-à-dire toute la Section. 
Votre relation 




m"a fait penser à la question Inverse dans le cas de 

qui aurait pour objet de déduire de la série des fractions simples 



dbjGoogle 



4l6 COHRESPONDAnCE d'UEHUITE et de STIELTJES. 

un développement en fracUon continue; j'ai vu que vous l'indi- 
quez à la fin de voti-e mémoire pour J(î), mais ici le point de 
vue est différent. Il faut, en effet, dans la supposition que je 
fais, de x positif et irès grand, un développement de la forme 
— — — comment l'obtenir? 



Quand j'aurai un peu retrouvé la faculté de travailler, je tenterai 
la voie pénible de l'observation, en calculant laborieusement les 
premières réduites, sans confiance dans le succès, me rappelant 
que Guillaume d'Orange disait ; ic Je n'ai pas besoin d'espérer pour 
entreprendre, ni de réussir pour persévérer. )i 

En parlant de cette relation où je fais ■•^(_x)^x{x-\-\)...{x'\-n). 
à savoir 

1 _ A^ A, . A„ B(, lî, _ n„ 

je pose 

A„= A.„— A., A,^ 
et, en dernier lieu, 
puis semblablemcnt 

J'obtiens ainsi 



<^,{x) 9^^ + ') •fK^ + -^) " 



Or, on a 






.,1s = — (Ao-i-Ai4-... + A„) 
et, par conséquent, = o; ce qui donne 
■«l.DÎ,logr(3;) 



_ =1.0 J.1 , A,„. 



(^ + 0^ 
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aiii lermes [>r^s, corriirie vous m h\ 


e/. rendu le service de le 


remiirquerde l'ordre "j^el noii^,,^ 


• Cela ct.anL, je développe en 


r .■ .■ A i. f 


1 !■ f i" 


Ir^ctioti coiitmu€ (iç la lOniic 


* + iwr-f-:-:: 


ralioiinelle <lii second tnnmljjo et, pan 


ni les réduites, je considère 


sjjécialor.iciit celle dotil le dénomiiu 


iieur est un |»olynome de 



degré n en x. En la désif^natit par^^- — - vous voyez qu'oi 



avec le degré d'apprusijnation nécessaire pour coui-lure que j— t' 
tiré avec tant de peine, un si iong détour, de la fraction rationnelle 
rencontrée par hasard, appartient bien à la l'unction Di^logr(a). 
Vous vous reposez, mon cher ami, d'une campagne glorieuse, 
couronnée par le succès; moins heureux que vous, je suis mainte- 
nant à popterenvie et jalousie aux professeurs des universilés alle- 
mandes qui donnent à leurs élèves, heureux et reconnaissants de 
les recevoir de leurs mains savantes, des calculs algébriques, dont 
ils lirenl, en se faisant naturalistes, des observations utiles qui 
peuvent les conduire au but. Ces calculs, je les ferai moi-même, 
en me trompant et les recommençant, en invoquant vainement, je 
le crains bien, la devise de Guillaume d'Orange. 

Tout à vous, inon cher ami bien all'e<!tucusemenl. 



ST/ELTJES Â IIKUMITE. 



Mille remereiments pour toute la peine que vous vous donnez 
pour moi ; ma seule excuse c'est que voilà plus de quatre ans que 
je n'ai rien publié; pendant ce temps on me donne des prix que 
j'ai bien peu mérités; je vous avoue que cela me pesait un peu sur 
la conscience; et de là que je suis cont'ent d'avoir pu enfin ter- 
miner un travail qui est au moins sérieux. 
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/ii8 coRBKSPONDANCK d"berm[te ht rk stikltjks. 

MainlenanL je reviens à \os calculs pour ccduire en fraction 
contiuuo D- log:r(x) : je me suis aperçu que j'avais ohieiui aiilre- 
fois fléjà cette fraction continue; du moins je pense que celle que 
j'ai oblenuedfiit i^tre itf en tique à la \ôtre (sans en être absolument 
sûr). Voici mon calcul. 

Je pars de la formule de Stirling, 
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Vous voyez qu'il y a lieu de remplacer x par x -\- - et d'écrire 

D'logr(',r+ -) = i:j- + Xi:a^-i-).. :s:-,-).,:3- + .... 
Cette fraction continue est convergente et représente 

tant que la partie réelle de x est positive. 

La prévision d'obtenir une représentation dans tmil le plan ne 
se vérifie donc f/as; si l'on cliange a? en — x. la fraction continue 
change de signe, mais cela n'est pas le cas pour 
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LKÏTRE ii9. 4'9 

La série asviii|jtntii|ue 

présente le même [)liéiiomène, mais elle ti'esl pas convergente, 
tandis que la fraction continne l'est. 

J'ai obtenu ce résultat dans le Çua/ïer/yyoH/vio/o/J/aïAeHmf l'es 
(t. XXIV, 1890, p. 3^0 etsuiv.). Ne sachant pas que ce journal 
ne donne pas 25 exemplairesgratuits, je n'en avais point demandé 
et c'est ainsi qiie je n'ai pu vous présenler ce travail. A cette 
époque, je cherchais des exemples pour ma théorie. 

Un autre résultat de même nature que j'ai donné dans ce travail est 



-2f^' 



le de\eio|ipement asjiuptutique est ici 

/jB, _ ôj*î ;Bî «H, \ 

\ *• x> w^ j-' ■ ■ ■ y ■ 

La fraction continue est convergente et représente le premier 
membre, toujours sous la condition partie réelle a: >■ o. 

D'une façon analogue on peut réduire en fraction continue la 
série de Stirling même; la fraction continue obtenue est encore 
convergente sous les mêmes conditions, mais dans ce cas les coef- 
ficients numériques suivent une loi extrêmement compliquée qu'il 
semble à peu près impossible de débrouiller. Quoi qu'il en soit je 
suis heureuJL de ce rapprochement entre vos idées et les miennes. 

Je suis si peu au courant de ce qui se passe dans le monde de la 
science que c'est seulement ces jours-ci que j'ai vu dans les 
Comptes rendus la belle Note que M. Picard y a publiée, il j a 
quelques mois, sur l'éqnation -^ -\-k ^{x)y ^= o et le calcul des 
valeurs exceptionnelles de /*. Je comprends maintenant à mer- 
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/(SO CORRESPOKDANI^ d'hERMITE Et DE STIELTJES. 

veille que mon travail l'intéresse un peu, car il semble bien qu'il 
y a des rapprochements à l'aire. Si j'étais plus vaillant, je rétlé- 
chirals sur ces questions, mais je ne le suis pas et je me trouve 
suffisamment occupé par des choses très élémentaires et faciles 
pour les étudiants. 

Veuilles bien me croire toujours votre très ull'ectueusement 
dévoué. 

430. - HEHMITE A STIELTJES. 



Mois .:mi.:k Ain, 

Je vous ai souvent annoncé que j'étais sur le point de partir de 
Paris et, malgré moi, j'étais obligé d'y rester. Celle fois tous les 
obstacles sont écartés et. dans quelques jours, je serai en Lorraine 
(à Flanville, par Noisevilte) uù je viens vous prier de me donner 
de vos nouvelles. Depuis quelque temps vous ne m'avez rien dit 
de votre santé et je me demande comment vous supportez la chaleur 
qui doit être plus grande encore à Toulouse qu'à Paris où elle est 
parfois bien pénible. 

Vous avez acquis des droits à vous reposer et j'espère que vous 
en use/.; de loin je vous donnerai l'exemple sans avoir rien fait, 
rien produit (jui m'y autoiise et en ne pouvant m'autnriser que de 
ta fatigue et de l'âge. J'ai lu avec admiration, dans le Quorterly 
Journal, votre article sur quelques intégrales définies et leur dé- 
veloppement en fractions continues. Votre résultat donne le moyen 
de calculer la réduite de la fraction rationnelle à laquelle j'ai été 
conduit et rend ma recherche entièrement inutile. Mais je trouve 
bien curieux que sous des points de vue si dili'érents nous ayons 
été à la fois amenés à une même quantité D^. logr(a:) et D' logr(j^'). 
Un mot seulement sur ce point. Enfaisanff (.ï,')^^{j~-|-i)...(x-i-/<), 
je pose 

] A„ A, \„ 
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et je distingue deux cas, siiivynl, qu»' n es( pair ou impair. Le 
changemen l, de ,r en — » — se donne dans le premier 

A,-= A„_/, B, = — B„_/. G,= C„-,'. 

Mais on a dans le second cas 

A, = - \„_,-. B,= B,_,-, C, = — C,,-,-. 

Cela posé, soil 

Ao=.l.,— G, A, = -A-, — -l,„, A,= 4,î— -^ , A„ = — d1»„, 

et pareillement 

B„=tl!.„~H, H|= II!.,— il!.t„ Bi^ il!.i— II!.,, .... B„ = — il!,„, 

c„= S, -K, (";,= e, --e,„ c^^ s,- s,, ..., c =.-©„, 

on aiiia 

A„+ A,-(-...-4-A„ = — C, 

B„ + Bi -> + B„= - il, 

C„-i-Ci-^...-f-'";„ = - K. 

De ces trois constantes, la première est toujours nulle comme 
représentant le résidu intégral de -- — -; des deux autres, c'est la 
seconde H dans le premier cas, et la troisième K dans le second 
cas qui est également nulle. 

Ayant donc toujours, en vertu des éf^alités posées, 



on obtient, ponr n pair, l'approximation de D^logr(j;)et pour 
n impair celle de D'J.logr{.!c) par une fraction rationnelle explii^ite. 
Tout cela est bien facile; peut-être en ferai-je une Note pour 

quelque Recueil afin d'avoir l'occasion de citer vos résultats, 

quand j'aurai retrouvé l'activité qui me fait maintenant si complè- 
tement défaut. 

Je ne puis vous dire à quel jioint j'ai été atterré de l'assassinatdu 
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^[Tï CORRESPONDANCE D HERMITR ET I»F STIET.TJKS. 

Présidenl, à Lj'on. PrAs dp nos fenêtres passijil, dimanche le ma- 
gnifique et douloureux cortège des funérailles et en me rappelant 
que, l'année dernière, c'était rémenle et les charges de cavalerie 
que nousy voyions ensemble, je me sentais enlièremenldéSespéré. 
J'avais examiné M. Carnot en iSS^ pour radiiiissiou à l'École Po- 
lytechnique; peut-être en avail-il gardé souvenir, mais je n'ai 
jamais eu avec lui de rapports personnels, ayani toujours décliné 
les invitations à l'Elysée. Sa mort tragique ne m'en a pas moins 
impressionné comme un mallieui' qui m'aurait atteint, ef j'y songe 
toujours. 

\vec l'espérance de recevoir de bonnes nouvelle:, de voirc santé, 
comme je les désire, et en vous pi'iant, luon cher atni. de me 
croire toujours votre bien att'ectueiiscnienl dévoué. 



421. — HEHMITI-: A STIEl/r.JL'S. 

l-^liiovUli' pai- \oip«oville ( Lorihiin.), :>M aoiU rrt(|j, 

Moîv cHF.li .\m;, 

Je souhaite bien vivement que vos vacances se soieul |iassi''es 
plus favorablement que les miennes, jamais je ne me suis senti 
plus IncapaMe d'un elFort quelconque de travail, avec un plus 
profond et plus intime sentiment d'indifférence mathématique. 

Nous avons eu un temps extrêmement mauvais avec des alter- 
natives de chaleur éloutfanle et de froid assez intense pour faire 
songer à allumer le calorifère; mais que ce soit le soleil ou la pluie, 
je n'en fais ni plus ni moins, et je ne sais plus quand mon état 
ihangera en un autre meilleur. 

Permettez-moi de vous demander comment vous vous ti'oii\ez, 
pour votre santé, du séjour des Pyrénées 

Je ne désire rien tant et rien ne me fera plus de plaisir que vous 
me lassiez honte de ma torpeur et de mon atfaissement, qui me 
portent à voir toutes les choses sous le <'ôté le plus triste et re- 
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(;e|)ernlant qtie mes senti m en ta changent 
irs votre bien sincè'reiiieul et iitieetm 



STIELT-IES A HEHMJTE. 



CliK MoASIKlfi, 

Nous avons bien fait de quitter Cadéac à lemps ; j'ai lu dans les 
journaux que 3 jours après nutre départ il est tombé beautonp de 
neige dans les montagnes et la température est tombée à + 4" à 
Luchou qui n'est pas si haut que Cadéac. Le temps ici n'est que 
passable ; je ne fais pas grand'chose et les collègues ne sont pas 
rentrés encore. Je n'ai pas encore commencé à préparer mon cours, 
désirant d'abord parler de ces choses avec mon ami Cosserat qui 
m'a remplacé l'année dernière. En attendant, et pour commencer, 
je fais quelques calculs, mais c'est presque des enfantillages. 
Cependant je vous en parlerai un peu, dans l'espoir que cela 
pourra vous faire plaisir et vous amener à reprendre aussi la plume. 

Je nie suis proposé de calculer le déterminant 



Je rciiiaripie d'abord qu'il suHit de considérer (o, h I car eu divJsaiU 
la premi.'re lij;t)i; cl la première colonne par x ^ , la seconde ligne 
et la seconde eolonjie par x * , la troisième ligne et la troi- 
sième colonne par .e ' . . . . , la »,'"""■ ligne et la n"'"" colonne par 
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4^4 COBRESI'ONDANCE fi'lIRRUITI! ET nE STIEI.1JRS. 

Quant à la valeur dr(o, n) le .calcul donne 

(o, i) = i, 

(o,a;_.T" (r'-:), 

(o. 3) = i"(,'-i)i(.r'-.), 

(o, l) = x"(r'-iflr'-ir-(r'-,), 

(Y) (o, ,.,■»•" ^'(x'-il" ■(.r'-D— (.r"-.|— .,.(T"-.-i.V 

Si cela esl eiacl, (o. » -(- i) sérail divisible par (o. n) et l'o). aurali 

(S) (.,,,. + 11. ,-(,-.,- = )(, -,r-.)...(,-r--)(o, „). 

Il esr clair que pour véiilier (y) il suffit d'c^taMir cette rela- 
tion (8), ce qui est facile, connue vous allez voir, ,!e levai les calculs 
dans le cas n = ii pour ahré^ev l'éeritui'c. 

Opérations : 



Multiplier T t 



■ par 



retiancliei- de la /,■ rolunn. 



Apriis |)reiuiffe opéialion : 



\près deus.fune oprualiou ; 



,r=' 37'«(, - j~') 



« (1 -,r-i) astHl-cr-') 
"(i-»-i) a,«.(.-a-') 
■•(. — »—) »■■>(. -,r-) 
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,-,r-») ^'Hi - ^-V 



Or, d'aprèsifl). 



"(■'. 



donc, etc. 

D'sjn-f-s le> fortiiiile> générales pour la réduction 
coiiLÎiuLtîs li'iiiie série, on peut conclure que la série 



■')...(l-./-i"-i-»):r 

-M-..(i-^-"') ^ 



C'est, je c 



rappr 



icher de c 



, roniiules (rKiseiiïtein. 



mais je n'ai pas le volume sous la main. 



tai es[)éranl d'avoir de l}()uues noinelle^ île 
noi toujours votre aliecUieiiseinent ilé\oué. 



423. — {{t:B\llTE A STIELTJES. 



Vous me demandez de repi'endre (a plume; je le ^ai,^ l>ieiL \olon~ 
tiers el avec grand enjjicesseuKMil pouriou.î Téliciler de voire calcul 
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4^6 CORRESPONDANCE d'hEKHITI! ET DE STIELTJES. 

fin flélermiiiaiit(/?i. n) (jui m'a eMréiDemeiU plu. C'esl nii noiueiiii 
fi'uil de vos reclierches sur la théorie <les fractions continues qui 
est, en inéiue temps, l'une des applieations les plus intéressantes 
qui aient été données de la théorie des délerminanls et que les 
«meurs devraient mettre dans leurs Traités s'ils avaient souci des 
progrès de la Science. Je me souviens parfaitement du travail 
d'EisensLein dont j'aimais et j'étudiais les recherches comme les 
vôtres et avec qui vous vous serez rencontré. Mais vous puisez à 
une source plus féconde en obtenant les résultats comme consé- 
quences de votre formule générale pour la transformation en frac- 
tion continue d'une série quelconque qui est, ainsi que vous l'avez 
montré, d'une importance fondamentale en A.nalyse. Mais, pendant 
que vous travaillez avec succès et avec honheur, je reste inerte et 
stérile, je ne fais rien que rêvasser le plus souvent avec tristesse, 
et ce n'est que virement et distraitement que j'entrevois, sans y 
songer sérieusement, qirpiqiic calcul. (> n'est pas ht peine de vous 
dire que l'on a 



.{■-—<'-"- i(^-;^) 



Vous ne pouvez pas non plus prendre grand intérêt à des rela- 
tions entre les nombres de Bernoulli que Vlalmsten donne au 
début de son Xféiuoire sur la formule sommatoire d'Euler, à savoir 



» — i)i Kl — c 



M. Mansion uf'ayant demandé un article pour le Congrès catho- 
lique de Bruxelles, il a fallu m exécuter, et j'ai donné dans ledit 
article une démonstration algébrique des relations que Malmsten 
obtient par la voie du calcul intégral. Je vous l'épargne; je vous 
fais grâce de mon incursion dans tes foniies symboliques des 
nombres de Bernoulli; je ine contente de vous dire qu'il y a deus. 
expressions de cette nature ; l'une qui a été considérée par Lucas, 
par M. Cesàro dans les Co/»/-(fs/<?/((/«A- et le ./«((/■«((/ de -\1. lirissc, 
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IRTIRE '*2Ï. 427 



nu aimi. résali..-. 






iie .'eue in^nirre on a 



Vvant mon dépari pour la Lorraine, votre Mémoire sur la théorie 
(tes fractions continues a été remis aus autres membres de la Sec- 
tion de Géométrie. J'ai demandé, en pensant que ce serait au 
mieux de vos intérêts, que M. Poincaré fasse le rapport. .le serai 
à la fin de la semaine prochaine de retour à Paris et je m'occuperai 
activement de ce qui vous concerne afin que vous ayez à attendre 
la conclusion le moins possible. 



\vec tous mes vii'iix. mon cher ami, (joui 



- HERMITE A STŒI/rjES. 



Mn^ ,.„Ki; \.Mi, 

.ra\ais compté, en re\cnanLà Paris, y trouver les membres de 
ta section de Géométrie chargés de l'examen de votre Mémoire sur 
la théorie des fractions continues; mais tous sont encore absents 
sauf Picard et moi. Toutefois, je puis vous informer que votre ma- 
nuscrit, après avoir été envoyé à M. Camille Jordan, est actuelle- 
ment entre les mains de M. Darboux qu'un malheur de famille, 
la mort de son gendre enlevé par une congestion, vient d'obliger 
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4^8 CORRESPONDAVCE D'HRHKITE ET DE STIELTJRS. 

de partir pour Nîmes, de sorte que je dois atteodre son retour 
pour lui en parler. 

Après a voir perdu toutes mes vacances et sans me remettre encore 
à un travail un peu sérieux, j'ai songé pendant ces derniers jours 
à la quantité log[r(« + ^)T{a + i — Ç)], dont je me suis occupé 
il y a quelque temps, et j'ai remarqué qu'on peut la traiter beau- 
coup plus simplement que je ne l'ai fait dans mon article des Ma- 
thematischen Annalen. Voici de quelle manière je proci'de. ,1e 
pars (le la relation suivante, oi'i je suppose que F(.r) satisfait à la 
relation F(.î7) = F([—^), à savoir : 

On a. en ell'et, 

I" VrfF(j-)=|l'-(ï) - f'F<a-)'iT. 
puis 

f ".,--/Ff,r) = (i- SirCÎJ-y" 'F(,r)rfr, 



sous tii condition admise, ce qui donne, en ajoutanl, Tcgalité 
annoncée. 

Ola posé, soit 

J désignant Tinlégraie de Raahe, et, eit posant 
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LEITRE 124. 

nous trouvons, aprrs avoir divisé [jar a, 

Le calcul de J(a) est bien facile; de la foniiiile 
on cuitcluL d'abord 



(B) D.aiogr(a-f-ï-,r(«^i-^)]=y 
Nous avons ensiiile 

/ ^e-^ï dx = f î.> (' 1 _-!-) + -L , 

J„ \y y^l y^ 

ce qui permet d'écrire 1 ex|jres,sion de la première intégrale 
/ x\\x) dx. Changeant ; en i — ^ dans ces égalités, on en con- 
clura la seconde et, si Ton ajoute membre à membre, on obtient 
immédiatement 

C'est la formule de jnon article dont j'ai fait le développement 
en série suivani les puissances descendantes de a. Je remarque 
encore que l'égalité (A) montre qu'on a J(a)= — . où M est 
contenu entre des limites finies qui sont indépendantes de a. Con- 
sidérant à cet efl'et Téquation (B) el écrivons 

„, .„-,), .1'-!)' .-('-;)' 
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43o CORRESPONDANCE D^HEKlini! BT IIE STIKi.TJES. 

si l'on développe en série, on aiini 

la fonction ^(^)éliijU, [loiir tonte valeiii- dej-, |josilivc et, si l'on sup- 
pose o <.r < j , jiioindrc que l'nnitc; de plu^^ on a -j{^') = a^ i — ,r). 
Nous avons, par conséquent. 



ce qnî met en évidence le résultat annoncé. Pour l'oliteiiii' soi 
une forme plus explicite, soit 

M = f 37(-ia:~i)<fi.r)d^-h J x(■^x — i> 'fix > d.i-, 

le changcnienl de ,/; en i — ,c donuci-a 

■+- r .ri-ix — ijfi^tda^--^' f (.'■ — [)r(.r — L)tf(^irfj;. 
On aura donc, en ajoutant niemijre à membre, 
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-t- r f'.^ — i)^--f(r)r/:r— f i/iû^ — ir-Q( T ] dar, 

de sorte que ^M est compris entre 

— / {■>:>■ — ii'dr el /" ( ^ar — i )= rfa- -+- T ('ix - i)' dx!. 

Iniilile de vous dii-e coininenl, dans le cas de ? ^^ o, la valeur de 

J(«) se ramène à / (^ ^ ^-) D^logT(M -f- ^) </;» en iiitéf^ranl 

par partie; mais je confesse que sim|ililier n'est pas découvrir; 
teliim imbelle, sine ictii. 

J'aliends, mon cher ami, de vos nouvelles en vous priant de 
croire toujours à mes sentiments de la meilleure alFeetion. 

435. — lihJHMlTE A STfELTJES. 



Mon ,:hi.:r .\mi, 

Le rapport de Poincaré sur votre Mémoire a été lu dans la 
séance de lundi dernier à l'Académie et vous le verrez dans le 
prochain numéro des Comptes rendus. J'ai laissé aller les choses 
comme vous le demandiez ; elles ont suivi leur cours sans que j'aie 
rien fait, ni pu rien faire alors que je l'aurais voulu, et pour le 
mieux, puisque votre travail va être immédiatement puhlié. Il 
n'est pas impossible, qu'après vous, je vienne ajouter ans Anna/es 
un contingent beaucoup moins important que le vôtre, qui serait, 
comme précédemment, la reproduction d'un article qui m'a été 
demandé par M. Lerch pour Prague. J'avais fait à F'ianville, tout 
en paressant eslrêmement, un article sur les nombres de Ber- 
nouUi, à la requête de M. Mansion, pour le Congiès catholique 
de Bruxelles et je pensais ne plus m'en occuper, lorsque j'ai vu 
dans un Mémoire de la Société des Sciences de Bohême une rela- 
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COKRESPONDANCR D IIRRHITE BT DE STIELTJES. 



lion qui m'a intéressé. M. Franz Rogel, dans 

Trigonometrischii Entwicklungeii, trouve les 



en supposant n ^ a, inocl4, puis 

dans le cas de h ^ o mod4 et, en noie, il dit que ces résultais ont 
été aussi obtenus, par une autre voie, par M, J.-C. Kapte^n cl 
M. W, Kaptejndans un Mémoire des 5i/3«/ï^5è. de l'Académie des 
Sciences de Vienne înlilulé Die hëheren Sinus. Tout cela est écrit 
en allemand et je n'y pourrais rien voir, n'ayant pas, comme vous, 
la connaissance de la langue. Mais, autant que j'en puis juger par 
le Mémoire, que j'ai sous les yeux, de M. Franz Rogel, le chemin 
n'est pas commode à suivre pour y parvenir. Il est cependant fort 
curieux qu'il existe une relation de récurrence permettant de 
calculer séparément les nombres de Bernoulli d'indices pairs et 
d'indices impairs. Ma curiosité mise en éveil, je suis quelque peu 
sorti de torpeur et, non sans mal, j'en ai l'ait une démonstration 
qui sera l'objet de mon article. Vous savez que B,, B^, . , . sonl 
définis par l'égali Lé suivante 

^- _ X B,.r"- Bjjr- 

de sorle que les relations entre les nombres de BerniiuUi pro- 
viennent de ridentité qu ou iornie en multipliant la série du second 
jnembre par e-^ — i . Cela étant, j'ai remarqué que le produit par g'' — i 

d'une série quelconque X^H — '— + -^_ — h. . -H H. ■ ■ 

donne pour le coefficient de x" une fonction linéaire de Xo, ).t, 
"'•■Il ■ ■ ■ -, X„_( . En remplaçant X, par /', ou aura donc un polynôme 
en X du degré « — i, qu'il est aisé d'obtenir puisqu'il est repré- 
senté par (e^ — i)e''-^, ou bien e<>'+''-^. — e*^; il a ainsi pour expres- 
sion ; ■ Inversement, on en conclut la fonction linéaire 

par le ciiangement de X' en X,-, ce qui se fera dans la question 
proposée en posant X':i= — -, X-'+' ^ o, X-'^= ( — [)' i lî;. 



dbyGOOgIC 



LRTTHF. 425. 433 

L'identité (i) nous donne donc sous forme symbolitiiio 

sauf pour n ^ i . où le second membre est l'unité et l'on en conclut 
I _ 1 „ .H «îB,- «.,Bi^-. . ._ (_ i)'/ij,.B, = n, 

en posant pour le dernier terme ■ii^n^ 'i on s; =t« — 1 suivant 
que n est pair ou impair. 

Après avoir battu l'estrade de tous les eûtes, j'ai vu enfin que 
les relations de M. Franz Rogel se tirent de l'équation (1) en y 
remplaçant simplement :C par {i + i)x. On a ainsi 



|uiis, en eliassant le dénoniinatcnr, 

d'où, symboliquement, 

Pouv n impair, cette égalité renferme tous les nombres de 
Bernoulli ; mais, si l'on sup|jose « ^ o mod/j, elle devient 

(,- 0"- 11- (.-^OM"- !' + (■- ')>-!■' 

et ne contient |)lusqne H,, lî,. lï, l'nur/isa on a 

livecB., lî,,lî„, .... 

Je m'abstiens, mon clier ami, de vous faire part, de crainte de 
vous mécontenter et de vous contrarier, de tout ce qu'on a dit de 
vous à l'occasion du rapport sur votre Mémoire; mais c'est a\er 
l'espoir que vous ne le lirez pas sans un peu de satisfaction que je 
vous renouvelle l'assurance de toute mon affection. 

P.~S. — J'ai aussi et sans succès tenté une reeherclie sur 
l'équation de Kepler; j'ai dû aitandonner la question, n'ayant rien 
trouvé. 
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- STIELTJES A HERMITE- 



ChER MOHSIEUII, 

C'esl hier qut; j'ai lu le rapport <ie M. Poincaré sur mon travail 
cl je ne dois pas vous laisser ignorer plus longtemps qu'il m'a 
causé un grand plaisir et (jue j'en ai été fort eontent. Bien que je 
ne pense pas avoir mérité tant de louanges et de réeompenses, 
j'espère pourtant que la somme de labeur dépensé aura la vertu de 
donner quelque valeur à mon travail; c'est, du reste, tout ce dont 
je suis capable et il me semble encore à moi-même un petit mi- 
i-acle que j'aie pu le lcn»iner dans les cirronstances peu favorables 
où je me trouve. 

liCS MM, J.-C. et W. Kapteyn dont vous parlez dans voire 
Ictti'c sont des frères et des Hollandais. Le premier, que j'ai connu 
à Leyde, est ju'ofesseur d'Astronomie à Groningue et s'occupe acti- 
vement de la carte du Ciel. Il est venu souvent à Paris et M. Tisse- 
rand doit le connaître sans doute. Son frère, que je ne connais 
pns, est professeur de Mathématiques à Utrecht, Je me réjouis 
d'apprendre que nous aurons de nouveau un article de vous pour 
nos Annales. .T'ai tenté d'arriver à ces relations entre les nombres 
de BernoulH par une antre luétliode; mais, <juoique j'aie réussi, 
cciii s'cstmonlré plus diffirile que je ne croyais. En tout cas, il ne 
vaut pas la peiue d'en parler, parce que les calculs sont ]iliis pé- 
nibles que les vûtres. 

J'ai préparé un peu mes premières leçons; mais je me sens ces 
jours-ci peut-être plus fatigué que de coutume et je m'abstiens de 
tout effort, voyant bien que j'aurai bientôt besoin de toute mon 
énergie pour faire mes leçons. 

Voici une conséquence de ma tliéorie des fractions continues. 
Soit 



je considère seulement le cas où la fraction contin 
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gente, c'esl-à-dirc S(ï„^os. Alors 

*(«)ëlant une cerlaiiie fonction croissante. Mais il est clair qu'on 
peut éciire F = —■, =— , où F, = c'esl-à- 



dire F, est une fonetion de même nature que Y el par conséquent 
On a donc cette relation 

Quelle est la relation entre * et 4>| et comment établir directe- 
ment cette formule au moyen des principes généraux de la théorie 
des fonctions. Cela ne parait pas bien commode. 

Veuillez bien me croire toujours \olre 1res iitreetiieiiscinen! 
déïoué. 

427. — HF.HMITI-: A STIKLTJKS. 



x\lo,v Chei; /Vmi, 

Ce m'est une vi\e satisfaction de sa\oir que le Rapport de 
l'oincaré vous a contenté, et que vous vous trouvez ainsi récom- 
pensé des grands ell'orts de travail que vous a coûtés votre Mé- 
moire sur les fractions continues. Mais je regrette bien que vous 
soyez en ce moment dans une disposition peu favorable et je sou- 
haiterais extrêmement que vous puissiez être dispensé de votre 
Cours en l'échangeant contre un autre genre de devoirs ei d'oc- 
cupations qui ne vous obligerait pas à parler. J'en ai entendu ex- 
primer, par plusieurs de vos amis, le désir, et je ne suis pas 
sans espoir, qu'il pourra, dans ce but, vous être fait quelques pro- 
positions pouvant vous convenir. Quel que soit l'intérêt que j'at- 
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436 CODRESPONDANCE d'iIERHIVE El' 

taclic à l'enseignement, elj'y mets une grande iniporlanc(; puisquo 
je prends toute la peine possible pour apprendre aux élc-ves de 
l'École Normale vos découvertes sur logr(a), la coupure le long 
des aiscisses négatives, etc., je préfère encore votre bien-être el. 
permettez-moi de vous le dire, les productions de voire génip 
mathématique. Mais ne vous occupez de rien, ne vous préoccupez 
pas et laissez faire. 

Les frères Kaptejn et M. Franz Rogel m'ont stimulé el doun:'' 
de l'éperon avec leurs relations entre les nombres de liernouUi, 
et j'étais sur le point de riJdiger un article sur ces questions, 
lorsque j'ai reconnu une erreur dans l'une des ég-ulités données ji.ii- 
M. Franz Rogel dans son Mémoire; c'est la suivante : 

Sc-r^-^S^ '"«^jii = ; - ;,$T' 

faire n ^ i mod A et i = a, (i. lo Soit n = 5, on 



ou J on 

aura la seule 



ioBî = - 



ce qui est arclii-fau\. L'obligation de relever une incxactinide me 
gène, et j'attendrai en avoir fait avertir l'auteur par M. Ldouard 
We^r. En attendant, voici encore une remarque : j'ai vu qu'eu 
remplaçant :c par a:{i-\-i}, comme je vous Tai dit, on pourrai! 
considérer au lieu de i une quantité indéterminée quelconque ^; 
ce n'est pas un grand trait de lumière, c'est même bien terre à 
lerre; néanmoins j'en ai lire ([ueiqiies résultats. J'obtiens ainsi : 



-î"-') 
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De lii se tirenl les relations nouvelles entre les iioml)res de Ifer- 
uoulli, d'indices pairs et d'iadices impairs, el il suffit de faire 
?=^i en siipposant /( impiiir dans la première égalité el n pair 
dans les deux autres. Mais je suis tout surpris de l'arrivée df 
l'indéterminée \, et une fois de phis je remarque qu'en Analyse 
nous sommes moins maiires que serviteurs, et qu'il faut bien nous 
liiisser mener, eonduire et oîiéir à une puissance qui s'impose 
el nous domine. 

En vous annonçant, ainsi qu'à Madame Stîeltjes, le prucliain 
mariage de Madeleine Forestier, ma pelile-fiUe, avee M. Alfred 
Thomas, ingénieur eivil, et vous priant, mon cher ami, de croire 
loujours à'mon afienlion In plus dévouée. 



STIELTJES A lŒIiMtTE. 



G.lKli MoNMEini, 

Veuillez Ijien aoeepler, avec M"'° Hermile, nos très sincères féli- 
eitations à l'occasion du prochain mariage de voire petitc-iille 
M"* Forestier, Ma femme me dit qu'elle se rappelle hien que 
M"" Hermite lui a montré son portrait ainsi que celui de sa sœur 
qui s'est mariée l'année dernière, 

A l'occasion de vos relations entre les nombres de Bermlulli je 
vous fera! une remarque qui m'est venue bien naturellement après 
mes tentatives pour amver aux formules de voire avanl-dernic-re 
lettre et dont j'ai dit un mot. Je rappelle la formule d'Euler et de 
de Mac-Laurin 

~ ^:^'''f-'■''^■^''>--^'':^>^+■■■■ 
qui est une simple identîlé dans le cas où f{x) est un poljnome. 
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En posant x -i- h -r^ li ^ a: = et, je préfère l'écrire 

(b~an/^(/y)-f^(a)]-i-.. 

Poiir/(^) = x", b =. I, (K ^= ç, c'esl voire Iroisième forimile. 
Les deux autres sont comprises tlaas la formule de Boole 



1.3.4. i-(i 



)n/'(6)+/M«)]- 



en prenant b = 1, a = \^ ^ms f\x) ^= x" ou f{x) ^ nx"~* . 

Naturel le meiil, vous avez démontré par votre analyse ces for- 
mules d'Ëuler et de Boole, en tant qu'elles s'appliquent aux poly- 
nômes. Car pour cela il suffit de les établir dans le cas de 
J\x) = x", à cause qu'elles sont linéaires en/ et ses dérivées. 
Mais ces remarques vous les avez peut-être déjà faites aussi. Tout 
doucement, je travaille un peu; ce sont toujours les calculs à faire 
qui m'eiTrayent le plus. Certainement, dans nos recherches, nous 
ne saurions fixer toujours d'avance lehut à aiteindre; on cherche, 
mais on ne sait pas d'avance ce qu'on trouvera, et parfois on es! 
jeté aîilsi sur des routes toutes imprévues. C'est, je crois, aussi 
l'utilité des recherches sur des fonctions particulières de nous 
montrer le but à atteindre dans les recherches plus générales. En 
se laissant guider par l'imagination seule pour édifier des théories 
générales, on risque fort de rencontrer des théories stériles et 
inutiles. L'Analyse a ses secrets propres qui ne se laissent point 
deviner, mais qu'il faut découvrir par une élude patiente. Mais 
voilà des réflexions qui vous paraîtront un peu banales; veuille/, 
bien me croire votre trtïs affectueusement dévoué. 



dbyGOOgIC 



429. — STIELTJES A UEHMITE. 



Ghei-, Mossu^dr, 

Vous savez qu'uiio seconde snliitimi de l'cfjuation difrérentielle 
à laquelle salist'ail le polynôme \« esL donnée par riiilégr.ile de 
Neiiniann 



Q„(.)- 



..)(,,+■,)_ 



.(„.+ nl. ■ M»»^3) ■■'M' 

Donc 

où E„(s) esl un poljnomo d„ degré /. + i e„ 3. 

Soit X Uit point quelconque do plan ; entonrons-lc d'un cercle C 
de rayon suffisamment grand pour qoo, sur C, le développement (i) 
soit convergent, on trouvera 

En effet, on n"a qu'à calculer un résidn en multipliant les deux 
séries (.) et 



Je remarque maintenant qu'on conclut de la fonnulc di; Acu- 

En ciyil, 

Cela élant, je innllipiie la foi-inule (a) par x^ X„ dx et j'inlègre 
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44o CORHKSrdNDANCn D «ERMITE ET Olî STIELTJES, 

entre les Jlniiles — i et + i ; il vient 



-^. f z''dz = 0. 

Le |jolynomc E„ [x) se trouve détei-mmé (à un (-m: 
près) par ics relaliniis {'i) el l'on a 



/ V„(:E)X„K„(a:)</^ = o, 



V„ élant un poljnome cpieiconqne de degré ». 

En prenant V„(^) = X„, on voit que l'équation E„ (^) = o a an 
moins une raeino entre — i el + i. Mais je dois vous dire que 
j'ai entrepris cette recherche en vue de démontrer les théorèmes 



1. Les racines de Vêquaiion E„(^)^o sont réelles, inégales, 
comprises entre — i et -h i- 

[|. Ces racines sont séparées par celles de Véqmilion 

Le théorème 1 est un eas particulier d'un théorème beaucoup 
plus général auquel j'ai été conduit par la considéralion de l'inté- 
grale / ■-- - : ^a>i* ^^ t^i"^ où /(») n'est plus assujettie W la con- 
dition de rester positive. Quoique je n'aie pas obtenu encore une 
démonstration, il ne me reste guère de doute sur l'exactitude de 
mon théorème. J'ai aussi de très bonnes raisons de croire à l'exac- 
titude du théorème II, mais ici cependant je serai un peu moins 
affirmatif. 

On pourrait déterminer E„(*') encore delà manière suivante. 
On détermine les rapports des n -\- i constante «, ^, . - -, X par la 
condition que 
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lioit divisiblt; |iiir\„; iilors E„ csL le quoùenl d*' relte espressliii 
|wX„. 

Mais il paniit bien qu'il faudra encore beaucoup approfondi 
ce sujet pour arriver à la démonslration des théorèmes I et II : 

Itacines d.; K, = •>. liaciiii-s de X, = t.. 



Vous devez connaître certainement les propositions qui tin; 
seraient faites pour me charger d'autre chose que mon Cours, .t'ai 
parlé aujourd'hui à M. Bnillaud de ce calcul des petites planètes 
découvertes en France; il me semble bien que, pour le moment, le 
phis utile serait de faire un pelitlivre avec des instructions détail- 
lées pour les calculateurs encore peu exercés. 

En espérant, clier Monsieur, que cette lettre vous trouve en 
bonne santé veuille/, me croire votre alTecUieusenienl dévoué. 



- IfEHMiri-: A SriELTJES. 



Mon Cheii Ami, 

Je suis véritablement ravi du poljnonic K„ et des lieiles j»ro- 
priétés que vous avez découvertes. Vprès la pmposition fonda- 
mentale 



/, 



v„x„K„(;x = 



n'avez-vous pas songé à former une équation différentielle propre 
à Je définir? Je ne puis douter, d'après les résultats déjà obtenus, 
qu'ils n'aient quelque signification importante; j'j penserai, mais 
c'est sur vous qu'il faut entièrement compter pour la découvrir. 

Ne m'en voulez pas d'avoir mis à profit votre dernière lettre et 
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les conséquences que vous lirez des formules d'Euler et de Boole, 
sur les nombres de Bernoulli, pour la publier dans les Sitzungs- 
berichte de la Société des Sciences de Bohême. Votre marche est 
évidemment la meilleure et la plus facile ; mais, en suivant un autre 
chemin, j'ai rencontré une solution où entreni les nom!)res d'Euler 
qu'on définil par l'identité 

I l£,J-ï E„j:î« 



-E,/ie2''-«(i-0'('-*-?"-°)H 



Elle conduit à des relations, d'une part entre Ej,- et de l'autie 
entre Eaj^i, en supposant £ ^^ i. Soit d'abord « ^ o mod4, vous 
voyez disparaître tous les nombres d'indice impair, et, si l'on fait 
n = 4'«) il vient, en remarquant que 









Soit m = 4, on aura — 4 — '6 — ^E^, c'est-à-dire E-^ = 5, sans 
avoir à passer par E,. Soit en second lieu «^=4"* "t-^i les coeffi- 
cients de E,, Ea, ... s'évanouissent, et l'on trouve, après avoir 
supprimé le facteur i et divisé par a""', régalilc 



Pour n = 6, <in trouve, en parlant de E, ^= i, E^ — (ii. 

Je savais, depuis huit jours, par M, Tunnery que vous étiez mis 
au service des petites planètes ainsi que je vous l'avais fait prévoir. 
Mais j'espère que l'amour du ciel ne sera pas tellement exclusif 
qu'il vous empêche de songer à l'Analyse terrestre. C'est avec tous 
mes vœux, mon cher Ami, pour votre santé et. pour le succès de 
vos nouvelles recherches, qui m'intéressent au plus haut point, 



dbyGoOgIC 



lETTIlE 432. 44^ 

(jiie je vous rennuvellfi l'assurance Je mon allection la plus dé- 

P.-S. — J'avais aiiLrefois trouvé une déinoiistralioii immédiate 
de )a formule de Neumann pour l'intégrale de seconde espèce de 
l'équation (a;* — i)X"-f-nX';=n{n4-i)X;je ne puis absolument 
la retrouver; permettez-moi, si vous en avez une, de vous prier de 

me la communiquer. 



431. - HERMITE A STIELTJES. 

Paris, 9 (lifcemlire .834. 



HERMITE A SrrELTJES. 



Moi» Chi 



,Vi- 



Vos amis de Toulouse viennent causer avec vous pour vous dis- 
traire; je ferai comme eux; je ne vous entretiendrai point de 
choses élevées et difficiles, mais d'une simple curiosité que j'ai 
trouvée dans un des derniers numéros du Bulletin , à la page 23*. 

Elle consiste en ce que la quantité - ■■ — . '■ — est toujours à peu 

près égale à 3; j'ai été fort surpris, rien ne me faisant soupçonner 
une telle singularité, et j'ai cherché à m'en rendre compte. Che- 
min faisant j'ai été amené à ronsidérer la quantité un peu plus 

générale ; > ei 

On a d'ahord 



On trouvR aussi 



e que j ai remarqm 
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l*ouva^2 elles valeurs plus grandes, le second membrej si 
l'on fait varier ^ de o ii - i est positif; il en résulte que la quantité 
sin^(rt + cosar) — x([ + acosx) est croissante; elle est don<: 
positive pnisfjii'elle est nulle pour x :=o, el Ton en conclut que la 

fonclioit '• ; — ■ ■■■ est croissante. Kn faisant x ^= o et a: ^ —> on 

a les valeurs n + i el —^ entre lesquelles elle resie comprise; 
faites mainlciiant /■!= 9., elles deviennent 3 et 7:, dont la dillerence 
est, en effet. Tort |)etitc. 

J'oLserve même qu'en faisant«^2 cosaona costpx— sinic-<o 
pour les valeurs de x moindres que 9, comme on le voit aisément; 

par conséquent, '■-— est «ne fonction décroissanlc 

comprise entre les limites 2 cos» -h i et - ^. - ■ ■ 

Développons en série suivant les puissances de o; les termes 
coïncident jusqu'à la quatrième puissance; voici, par suite, de nou- 
velles expressions qui varieront peu, comme la précédente. Je fais 

= = ? 01 o = -; c« ,,„l ,l„„„e îM±J^> el îMiffïî), „„ 
bornant à la seconde, elle donne aux limites les quantités 1 +y'3 
el-V^' qui ne différent que ii'ès peu. On a, en eQét, sensible- 
ment — :^= I -1 7 ("II-, on nrcnaiit pour \alcur approchée de — 

la réduite ^ on trouve 7. = -^:^. 
7 7 

I^a notion de genre, découverte par M. Meiersirass, m'a beau- 
coup frappé; je n'ai pas manqué de la signaler dans ma Préface; 
mais, pour l'amour du ciel, lisez-la avec indulgence lorsque vous 
l'aurez sous les yeux! 

En vous souliailunt de tout cœui' que les forces vous reviennent, 
et en vous priant, mon clier aiiii, de <;rolrc toujours à mon affec- 
tion bien sincèrement dévouée. 
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\>F. STIKLTJKS A M. MllTAG-LKl'I'-LEll 





Lettre 


1. 




loNSiEiin, 








Dse à vot 


le lelLi-e que je vien; 


; de rec 


icvoir, jedois vousi 


îcherches 


. dont je iiic suis i 


iceupé 


ilerniêrcment ne i 



Ed répoi 

que les re 

encore prêtes à être terminées et me demanderont encore beaucoup de 
temps, tandis que d'autres devoirs me forcent en ce moment de les aban- 
donner pour quelque temps. Je pense, du reste, à donnei' deus. Mémoires 
sur ce sujet, le premier d'mi caraciËre analytique, destiné à l'étude de lu 
fonction i^(s) de Riemann et formant, û proprement parler, un commen- 
taire sur les quelques pages où Riemnnn a donné ses résultats. Dans ci' 
premier Mémoire, les considérations arilliniétiques seraient limitées nu 
strict nécessaire; le second Mémoire devrait contenir les conséquence- 
arithmétiques et entre autres ce résultat que la fonction (l(a!) de Tcliebv- 
chef (somme des logarithmes des nombres premiers qui ne surpassent 
lias a-) est exprimée par 

n(a-) = 3^-,-A/^loga-, 

A restant comprise entre deus limites finies. (On n'avait pas démontr;' 
(^ncore que la valeur asymptotique de 0[a;) est j^.) 

Mais vous voyez bien, par ce qui précède, que je ne saurais, dès à pré- 
sent, fixer un temps où mon travail serait fini. Mais je vous promets vo- 
lontiers de destiner à votre Journal l'uii des Mémoires que je \eu\ consa- 
crer à cette matière. 

Votre bien dévoué, 

T.-J. Stii;ltjes. 
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APPENUItHi. 



Monsieur, 
Ayant reçu hier voire leltrc, je m'empresse de vous répondre aussi bien 
noies, je pourrai peui-êlre encore ajouter quelque chose ù la Note ci- 

Quoiqiie dans mon travail j'aie pris comme point de départ le Mémoire 
de Riemann, je me sois bientôt contenté d'un but plus modeste. 

EnelTet, en prenant F(x) dans le sens de Riemann, le but de Riemann 
est d'obtenir nue /ormule exacte pour calculer V{.x) et qui met en évi- 
dence sa partie principale. 

Je me suis proposé, au contraiie, siuiplement de démontrer rigoureuse- 

el, apièâ cela, d'évaluer l'ordre de -riimieur de 

Sans aucun doute, on a, s étant un nombre positif plus grand que - 
(mais qui |ieiit en différer aussi peu qu'on veuti, 

Un mome.li, j'ai cru avoii' obtenu la démonstration de (Bj, n.ais je .ne 
suis trompé et je ne peu\ démontrer (B) que sous la condition s > -- 

Quant au Mémoire de Riemann, j'appellerai votre attention sur ce pas- 
sage fp. i39, ligne 9, e. d. ) : b Hiervon «iire allerdings eîn strenger Bewcis 
zu wilnschcn . . . da er fiir den niichsten Zweck meiner tlntersuchung 
enlbehrlich schien. a 

Il me semble que ces derniers mots : «. Da er fur den niiclisten Zweck...» 
sont très eonlcstable^. 

En elfct, pour parler rigoureusement, il serait possible que ^{t) eût une 

racine de la forme a H — i (le contraire n'est pas démontré). Maïs alors on 

ne peut pas mèuic conclure de la formule finale de Riemann 

F jx ) _ 
"" li{x) "'' 
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APPENDICE, 
;i' la |jroposi(ii>n concernant I 



hhl 



r.{s) :>.' 3' 5= 6' "■ ' 

jui est poiivergeiue et défiiiit une fonction analytique pour P. Rs > - 
Mais, cela étant obtenu une fois, on peut en déduire, d'une mai 

!im 'I^ = , 



Donc, d'après mes recherches, je serais tenté de croire que, pi' 
la principale difficulté réside dans cette proposition sur les racines de 
t(<) = o. 

J'ai dû abandonner ces recherehes par des circonstances qui m'ont em- 
pêché de travailler avec la liberté nécessaire d'esprit pendant de longs mois. 
Je dois ajouter aussi que j'aurais voulu prendre connaissance de travaux 
écrits par d'autres géomètres sur ce sujet. En effei, par un compte rendu 
dans le Bulletin de M. Darboux, j'ai appris qu'il a paru sur ce sujet un 
travail fort <itendu en danois, et aussi M. G«nochi semble s'en être occupé. 
Je n'ai pu consulter ces travaux, mais je ne puis point douter que l'on y 
rencontrera des éclaircissements auxquels j'ai travaillé de mon côte. 

Je n'ai point du tout parlé de votre question concernant la décomposï' 
tion de ï((); en effet, je vous demande un certain délai pour me retrouver 
dans ces questions. J'avais tâché aussi d'approfondir la nature de cette 
fonction !;(«) au point de vue purement analytique, sans m'occuper de la 
question arithmétique. 

[| est certain que l'on aura des développemenls analogues concernant la 
distribution des nombres premiers, dans une série arithmétique quel- 






hb,a 






de baccalauré 
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désirerais. Mais je dois vous remercier siiieèremcnt d'avoir bien voulu 

écrire à M. Gram el de m'avoir indiqué le travail de Genoclii. 

Lorsque Je travaillais sur ce sujet (été i88i), j'ai retrouvé les rësuilals 
de M, Ilurwitz et j'ai même poupsé un peu plus loin mes recherches. En 
elTet, j'ai obtenu les fonctions analogues à la fonction l(t) de Riemann. 

Snit, par ciemple, 



voyez que le second membre ne change pas en remplaçant s pa 
■ dernière propriùtc rcniplaci^ ici la formule 

a)-] 



que Riemann emprunte à Jacobi. 

Vous trouvère»: toutes les formules de ce genre dans ma "Note Sur 
queiqiies formules, etc. En écrivant celte .Note, je pensais encore à pu- 
blier mes recherches, mais quelques mois plus tard j'avais perdu courage. 
C'est alors que j'ai réuni seulement quelques résultats dans l'Article Sur 
quelques intégrales définies ('). 

J'esjièrc être à même bientôt pour vous écrire plus longuement. 

Veuillez bien agréer, Monsieur, l'expression de mes sentiments respec- 
tueux et dévoués. T.-J. STrEi.TJEii. 



(') Voir Sur quelques fonaales qui se ra,>porieiU à lu t/ieorle des fonctions 
ellipligiiet iVersIagen en Mededeeliiigen der KoniiilJijl.e .Ikadciiiie \au 
Wetensehappert te Amsterdam, 3" série, t. II, iSR'i, p. mi-inj (. — Sur quelques 
intégrales définies {Ibid., i886, p. iio-jiil). 
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M» 



Pressé par un travail qui devait être terminé à 
dû ajourner jusqu'ici à vous écrire. J'entre en ma 
En désignant par 





2j n' 


obtenue par 1 


e développement du produit infini 




-=<"=n(.-p). 


ergencc de la '. 


iérie pour ï> - est une conséquf 




Î.fi) + X(«)+. ..+>,(„) 



reste toujours comprise entre deux limite? fixes. 

(Voir la théorie des séries de celte espèce dans la Théorie des numbrca 
de Lejeune-Dirichlet, Dedekind.) 

Mais la démonstration de ce lemme est purement arithmétique et très 
diflicile et je ne l'obtiens que comme résultat de toute une série de propo- 
sitions préliminaires. J'espère que cette démonstration pourra encore être 
simplifiée, mais en iSSS j'ai déjà fait de mon mieux et envisageant encore 
la question d'une autre manière et en remplaçant ce lemme par un autre, 
d'une nature pareille toutefois. 

Mais vous voj'ez bien que je me suis éloigné ici tout à fait du Mémoire 
de Riemann, et des considérations arithmétiques joueat le rôle principal 
dans mon travail. C'est pour cette raison que je crains bien d'avoir a vous 
dtïsappointcr concernant te Mémoire de Riemann, car je suis loin d'avoir 
vaincu toutes les difficultés qu'il présente. 

Pour ne parier que de la principale difficulté, la décomposition de la 
fonction 



i(l) = i(o} 



no-s). 



il me semble très difficile d'obtenir une démonstration rig-oureuse <ie celle 
formule en suivant la voie indiquée par Riemann. Il me semble qu'en con- 
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«.-,0 

pidéiant l'exprCBsioii 

2K~(.-fl)...rt<.) 

(1111(1 wird fiji- ein unendiiches t nui- uneiidlich wîe t\o^t), il faudia pré 
ciseï' la manière dont t devient infini. Par eseniplc on supposera que 



et que r varie 


de o il 5o f restant constant 


. Mais il faut alors excepter les 


deux valeurs ç 


=.o,Y = ,r.Ens. 


omme.jecrt 


>ig qu'il faudrait alors démontrer 


ia proposition 
S.it/(.)ur 
*acl,e que 


suivante : 

le fonction liolon 


aorphe dans 


i tout le plan, et supposons qu'on 

iny), 


(y constant, r. 


fariant de o à xj 


1 tend vers î 


;éro pour toutes les valeurs de f 


exceptant ceri 


îaines valeurs particulière 


s, alors on a nécessairement 






/(=) = o. 





Je ne sais pas si la démonstration de cette proposition (à supposer qu'elle 
soit vraie) présente de grandes difficultés. J'avoue que celte méthode ne 
plaît pas beaucoup et je n'ai guère cherché à arriver au but de cette 

Je crois plutôt qu'on parviendra plus facilement au but, en considérant 
d'abord la fonction , et en obtenant la décomposition en fractions 
simples à l'aide de l'intégrale de Caucliy 






à peu près comme on obtient la déconipositiôn de cotang s (Briot et 
JîoutjuiiT, Fondions elliptiques, p. 285). La seule difijculié alors est 4e 

savoir comment se comporte , -■ ■ pour des valeurs t = a -{- bî (a très 

grand, b fini). Je ne crois pas qu'on doit désespérer de vaincre cette dîffi- 
eultc en partant de l'intégrale de Riemann. Et cela permettra alors aussi 
de préciser la proposition regardant le nombre des racines de J(() = o. 
Du reste il ne peut y avoir le moindre doute sur la vérité de cette 

«<,^i(.)n(-s)- 

En adoptant cette formule j'ai calculé les sommes 
et j'ai conclu de là que la plus petite racine ï est a peu près = i4,5. 
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Si votre atlcnlion s est poitee de ce cû 
doute que les coefficieDls du dévelo|>pem 



tjz-^ 


') — 


-=C-C,.- + -^>'-^j =■+... 


■imenidela 


,„„i, 


.,.ui™„.. 


C = 1 -H - 


+. 


..+ ^ — iogn, » = «, 


C^tK 




•• "^ -jlloS")', « = », 


c.ltif. 


'-^■ 


..^ll£â^_i (,,„.,., 


c,= 'Jlii 


^H-, 


■■+'-!^-,-i-, dos ,.)'*', ,. = .. 


ais commui 


,i,ué 


celte observation en i88j à M. Hennite 


ram m'écrit 


qu'uJ 


Il (le ses conipatrioles. M. Jcnsen, a letroi 



M. Gra 
résultat. 

Vu les grandes diflicultcs que présente encore la lliéorie de cette fonc- 
tion î(s) il ne sera pas inutile peut-être de lâclier d'approfondirla nature 
et les propriétés de cette fonction, sans viser directement à ces questions 
qui sont nécessaires pour le Mémoire de ïtiemann. Une démonstration ana- 
lytique de la réalité des racines de ^(t) est aussi très désirable. Mais même 

la proposition paniculicre que ^(t) n'a pas de racine de la forme n H — i 
paraît difljcile à démontrer analytiquement. 

J'ai vainement clierché à démontrer cela eu parlant de cette formule qui, 
d'ailleurs, parait propre pour ce but 

„-..,C»K.-.,^-|.in(=)/-,..-.,-.,;fl4|^.. 

/(«> = somme des diviseurs de». 

Je vous ai donné maintenant, Monsieur, un résumé à peu prés complet 
de ce que j'ai fait dans celle maticre. Vous voyez que les difliculiés que 
présente l'étonnant Mémoire de Riemann sont loin d'être lalncucs. Beau- 
coup de recherches sont encore nécessaires, et peut-être moi-même je 
pourrai encore revenir plus lard sur ce sujet. Mais à présent je m'applique 

(') Voir Correspondance, t. I, lettre 7Ô. 
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depuis quelques mois déjà à un autre ïujct liè.^ difiicile de ia ihé 
fonctions elliptiques et qui demaiide tous mes elTorts. 
Veuillez bien agréer, Monsieur, l'ex|n-ession de i 



Essai d'inierprélation d 'un passage des OHucres de III 
(1>. i38-iJ9). 

<• Die Anzahl deiWiiraeln von ^(t) = o, deren rcellerTlieil /,wi=t;hen o und 



(leiiiL .las iiiieffral / rflogï(() posiliv um den ln]>i;siilif der Weitbe von 
t erstreckl, deren imaginiiren Theil zwischen - t und — -i und deren 
reeller Theil zwischen o urd T liegt, isl (bis auf eiiien Biuclilliei! von dcr 
Ordniing der GrOsse ^] gleî.h (Tlog— — Tj ("; dièses Intégral aljcr, 
ist gleicli der Anzahl der in dîesem Gebiet licgenden Wurzein von |(i) = (i 






Aiors, il résulte du Mémoire de Riemann ; 
1" Que /(s) est une tonction holomorpbe dajis tout 1 
de la propriété 

2° Quu les zérus ds/{s) ont Icui- partie réelle eompti 
3- Qoe/C.) c.t riel et po.itil t.nt qae = e>t réel. 

/«)=/(-3) = ^ = + 0,6, 



/© = - 
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Dans ia figure ci-joiiiie 



le poinl A a pour affise Ti, 



1-1- Tt, 
- + Ti, 



Soit fdlog/is) = P + Qt, l'intégrale étant prise sur une courbe quel- 
L de l'argument .le /(i) le 



couque. Il est clair que Q est alors la 
long àc la courbe, 

Q = v,r.are./(.), 



On a préfo 
a. lieu de fjlcsA 
Considérons 



Comme/(s) a la même 
un multiple de 37c; donc 



arg./(^) sur ABC.V. 



S. /(.,) = ,«::, 



AHCA', 



A cause de /( j) -/( . — î), il est clair que la variation dei'ai-gum 
de /(s) sur A'B'G'A sera aussi iniz, donc la variation de rar;;uin 
de f(s) sur le contour du rectangle BCB'C est imc et le nombre des 
cines dn/is) = o à l'intérieur <lu rectangle = in. Le nombre des raei 
à l'intérieur du rectangle ODCB' est donc = /(. 

Il est clair que 



ar. arg,/(î) sur DCA'= var. arg./(.) s 



r ABD 



dbyGoogIc 



454 APPENDICH. 

oav sur ABD les valcui-s de/(ï) sont conjuguées de celles sur A'CD. l'a 
conséquent 

va.', arg. /(.) = «,!, sur DCA'. 

Pour avoir le nombre n des racines de /{s) = o à rinlérieur du rcc 
tangk ODCIS', il suffira donc de calculer 

Yar.arg./(.} sur DCA', 

Mais on a 

var.arg./(5)=o, sur DI^FCD 

var.arB./(î)^o, sur DE; 

[.ar conséquent, on a aussi 

mr= var.arg./(*), snr EI'GV 

( «TT = var. ars./(5), sur EF, 
1 +var. arg./(.), sur FA'. 



Ctdcal de var. arff.f{s) si<r l■;l^ 
On a 

lonc 

v!,r. arg./(s) = var. arg. .f.- j) + var, arg. 

;t il est clair que l'on a 



ï est positif et un peu plus petit que -, c'est la somme des deus angles l-'OE 
51 FDK qui sont inférieurs à ^. 
Sur la ligne EF, on a 



?;*) = 



;-^'log). e-i' log 3 
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AI'l'BBCICI!. 
L'.rijimenl de ï(,) e.l .éro en E cl .J.ill 

-.[ "°<'j°'i + "";,°«^u ...],M-^«., 

or» voil que M reste toujours positif, car 
En (tétenniiiant tloiia l'ongle 3 entre o el - par la formule 



vnr.arg.:(sj^î3 _,<s<+,. 
Reste àcakuler 

™.-..,-,.r(£)=.„..,.,,r(,^^), ,,e„,T. 
or cela est égal à rargunienl final lie rfi-t-^i, l'argument initial 



étant = 



Or on a, avec une eireur de l'ordre ;', , 

v(~\ = ïlo - _ '^_ ^ 
[voiV ma Tlièse pour le lîoetorat (p. 3t)] ; donc, en somme, en négligeani 
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«ne petite quantité de l'ordre ,j < 

v,'.r.arK-/(0 ^'»- El"' 

^a_Zio Ti + -a-T|o T_''" — -+^ 

et l'on a, par conséquent, en négligeant toujours ^ i 

0<a<7r, 

— I < E < H- 1 . 

Rn admetlanl donc que Ion puisse négliger \ar. arg. /(>) sur FA', or 
n, approximarlvcment, 

_ T r T 

conformé ment à l'indication de Riemann. 

Quant à l'approximation de eetlo expression, pour !a ju^er, il faudriii 
avoir une idée de la grandeur de 

va,...rs./(.,) ,ur FA', 
/(-)= 5 + ;■(•-■)_/'*(»)(«■"' + «" "'jrfi. 

Je crois me rappeler que j'ai fait quelques efforts ilans celte direction 
qui n'ont pas été tout à fait stériles, mais je ne saurais préciser en ee mo 
mcDt sans étudier d'abord les notes que J'ai prises sur ce sujet. 

J'ajouterai seulement que je ne vois pas comment on pourrait atlaclie 
un sens précis à ces mots de Riemann : i bis au£ einen Brucl.theil voi 
der Ordnung der Griisse — o. Cela me parait absolument en contradietîoi 
avec le fait que l'intégrale considérée doit être un multiple de î'Tti. 
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Le point piincipai de la déiluction dociDÉe, c'est tvideninient !a formule 

r(«o = tte^', 1 

e = «log<i~«~ - — ... « réel positif 

de ma Thèse. Gomme il suffit ici d'avoir avec une approsimaiion de 
l'ordre 0, je remarque qu'il n'est pas nécessaire, pour cela, de recourir à la 
formule (ija) de mon travail, il suffit d'observer que 

= <ilos« — <i — 7^ f "^^iinaudu fform.(34)|, 
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